Wyktad 10
Reakcje termojadrowe w gwiazdach -
uzupelnienie.
Réwnania budowy wewnetrznej gwiazd.
Modele homologiczne.
Niestabilnos¢ cieplna.
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Termiczna skala czasu

Pierwsze etapy ewolucji: kurczenie sie protogwiazd.
Termiczna skala czasu (Kelvina - Helmholtza).
Dla kul w réwnowadze hydrostatycznej E = W/2, czyli

GM?
TKH ™ 3RL (1)

Dla Stofica S4° = 1.9-10%erg, L = 3.86 - 10 erg/s,

Tk ~ 4.9 - 101*s ~ 1.56 - 107 lat

W miare wzrostu temperatury w centrum coraz wiecej energii jest
produkowane przez reakcje termojadrowe az tempo produkgji
energii w gwiezdzie osiggnie poziom strat na jej powierzchni.



Reakcje termojadrowe postulowane jako zrédto energii gwiazd
przez Eddingtona (1920), ale temperatura wnetrza Storica
zbyt niska aby przezwyciezy¢ bariere Coulomba.

Odkrycie efektu tunelowego przez G. Gamowa (1928) praca
Atkinsona i Houtermansa (1929) dotyczaca reakgji
termojadrowych w gwiazdach

Cykl p-p opisany niezaleznie przez Weizsackera (1937)
(reakcja p-p) i Bethego i Critchfielda (1938) (catos¢ cyklu)
Cykl CN(O) opisany niezaleznie przez Weizsackera (1938)
Bethego (1939)

Reakcje jadrowe w gwiazdach - gtéwne Zrédto powstania
pierwiastkéw ciezszych niz hel. W wyniku pierwotne;j
nukleosyntezy powstat wodoér, hel i $ladowe iloSci pierwiastkéw
takich jak lit, beryl.



Zawarto$¢ pierwiastkéw
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Pochodzenie pierwiastkow
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Tempa reakcji termojadowych

j,\L/,’r = ¢(p, T, X) - rbwnanie na zmiang jasnosci w zaleznosci od
Zmiennej masowe;.

€(p, T,X) - moc wydzielana na jednostke masy

rjk - liczba reakgji jader j i jader k w 1 cm®nals

Aj.k - liczba reakcji na jedng czastke
rik = Aj ke NjNic
ik = 0,k VIV Ni

X

N; =
J Aim



Nadwyzka masy

Am;j = (m; — Aim)c? = 931.5(m;/m — A;)MeV

Jednostka masy atomowej - 1/12 masy atomu *2C (931.494

MeV /c?)

pierwiastek A Am [Mev]

n 1 8.071
H 1 7.289
H 2 13.136
H 3 14.950
He 4 2.425
Be 8 4.944
C 12 0

O 16 -4.737

()



Cykle przemian jadrowych

Przemiany jadrowe zachodzg czesto w cyklach sktadajacych sie z
ciggu syntez i nastepujacych po nich rozpadéw promieniotwérczych
powstatego niestabilnego izotopu.

Zwykle o szybkosci cyklu reakcji decyduje jedna, najwolniejsza
reakcja syntezy, np izotopdw a i b. Wtedy

e pXaXp
A;Apm

———— Qefr, (3)

gdzie Qe oznacza energie wydzielong w pojedynczym cyklu
pomniejszong o energie unoszong przez neutrina @,

Qerr = Z Am; — Z Ame — Q, (4)

j,pocz k,kon



Zawartosci pierwiastkow

Zmiana obfitosci pierwiastka j dana jest wzorem

dc;\:* ()\ +Z)\ka>N+Zz/\kaN (5)

/\Nj - stata rozpadu dla jader niestabilnych

Jezeli zmiany zachodza w tempie znacznie szybszym niz caty cykl,
to N; mozna wyliczy¢ jako obfitos¢ réwnowagowa przyjmujac

dN;
dt



Bariera potencjatu

Reakcja syntezy jader wymaga zblizenia ich na odlegtos¢ dy
odpowiadajaca zasiegowi sit jadrowych, ktéra jest poréwnywalna z
rozmiarem jadra.

Odlegtosci jadrowe mierzy sie w femtometrach (fermich)

1fm=10""°m=10"3cm
Przyblizona ocena zasiegu sit jadrowych
dy ~ LA(A + A% fm
Bariera potencjatu sit elektrostatycznego odpychania wynosi

2
e ZZk ZZk
Ec=—"1"=144""_MeV 6
dn (dn/fm) (6)
Dla reakcji p+ p mamy E¢ ~ 0.5MeV.
Srednia energia czasteczek gazu dana jest przez

E=kT =86-10"%T/10'K)MeV



Bariera potencjatu
W centrum Stonca

E
=€ _370
E

Jaki utamek wszystkich czastek stanowig czastki o energiach

E > Ec? Korzystajac z rozktadu Maxwella
2

n p 2
dn(p) = —————~exp | ————= |4np“d
(P) = GrmpkTyi2 &P < 2mjkT> p-ap

Nc¢ 2 [

— = — exp (—x)+/(x)dx,

N N
gdzie x = E/E.
Catkujemy przez czesci i korzystamy z xc >> 1, przez co
uwzgledniamy tylko czton brzegowy i otrzymujemy

N 2
WC Texp( XC \/ XC 4'10_160

Liczba protonéw tworzacych Stofice jest mniejsza niz 10°7. Bez
efektu tunelowego reakcje temojadrowe nie mogtyby zachodzié.

(7)

(8)



Czynnik ekranowania

Elektrony otaczajace jadra redukuja bariere potencjatu, co
prowadzi do efektywnego zwiekszenia prawdopodobienstwa reakcji
o czynnik ekranowania Sg. Efekt znaczacy w gestej plazmie
(mozliwo$¢ “zimnej fuzji”).

W warunkach astrofizycznych zazwyczaj wystarcza przyblizenie
stabego ekranowania. Opisujemy potencjat elektrostatycznyc
ekranowanego jadra korzystajac ze wzoru:

_Ze r

®(r) = TeXp(_B)’ (9)

: Z,(Zi+1
rp = \/@ gdzie C:Zj%xj

nosi nazwe promienia Debaye'a.

gdzie




Czynnik ekranowania c.d.

W tym przyblizeniu czynnik ekranowania wynosi

dy d
Se=exp(-—)m1--" (10)
' '
Liczbowo
-
rp=3-107%/—Lcm
P2

Ekranowanie w przypadku Stonca ma niewielkie znacznie.
Jego rola jest tym wieksza im mniejsza jest masa gwiazdy



Przekrdj czynny na reakcje jadrowe

Przekréj czynny na zachodzenie reakcji jadrowych mozna zapisaé
jezeli v - bedzie predkosciag wzgledna jadra j wzgledem jadra k a
1(v) rozktadem predkosci wzglednych

lik = NJNk/O aj,kd}(v)vdv = Nij < 0jkv >= )\J',/(NJNK

(11)
Jezeli predkosci jader j i k opisane beda rozktadem
Maxwella-Boltzmanna, to rozktad predkosci wzglednych bedzie
rowniez takim rozktadem, ale dla czastek o masie zredukowane;j

mjmy

Mped = ———
mj + my

Mozemy wtedy zapisaé

5 \3/2 1 \1/2 E
P(v)vdv = (/(T) <7Tmred> E exp <_kT> dE (12)




Przekrdj czynny na reakcje jadrowe - czas zycia jadra

Dla identycznych jader, N;Nj nalezy zastapi¢ w réwnaniu (11)
przez %I\IJ2
Czas zycia jadra k ze wzgledu na reakcje z czastka j dany jest przez
N
Tjk = —
Ik
Jezeli potrzeba wzigé pod uwage wiele reakgcji, to czas zycia jadra k

dany jest wzorem
-1

=

— Tjk
_j J?



Przekrdj czynny na reakcje jadrowe - efekt tunelowania

Przekréj czynny zawiera efekt tunelowania, ktéry w przyblizeniu
JWKB, stosowanym, gdy E << E¢ i przy zaniedbaniu ekranowania

dany jest przez
b
Pc=expl ———= 13
c p( \/E) (13)

gdzie

1/2 ZjZ e

b = 27%(2Myeq) = 0.98ZZ [T MeV!/2 (14)



Przekrdj czynny na reakcje jadrowe c.d.

Doswiadczalne przekroje czynne dla reakcji jadrowych najczesciej
wyznaczane s3 dla energii duzo wyzszych niz we wnetrzach gwiazd.
Czy ekstrapolacja danych doswiadczalnych jest dobra, w duzej
mierze zalezy od tego, czy w wyniku fuzji istnieja w
nowopowstatym jadrze rezonanse. Jezeli energie sg odlegte od
rezonansowych, to mozemy przyjaé, ze

o(g) = > p (15)

E

gdzie S jest wolno zmienna funkcja energii.
Dla wszystkich waznych w astrofizyce reakcji jadrowych wartosci
So = S(Ep) i pochodnych w rozwinieciu na szereg Taylora wokét
wybranego E = Ej s3 stablicowane. W uproszczonych formutach
mozna dalsze wyrazy tego szeregu pominac.



Przekrdj czynny na reakcje jadrowe c.d.

Wz6r na tempo reakcji termojadrowych mozemy zapisa¢ w postaci

5 \3/2 1 \12 0
Ny m< oy e [ 2 5 F(E)dE
ok =< Oj V> <kT> <7Tmred> 0/0 exp F(E)

(16)
gdzie
E b
Fe(—+—=
(i V)
Funkcja F(E) osiaga maksimum dla energii
E = Eg = (0.5kTh)?/3 (17)

nazywanej szczytem Gamowa.



Catke wylicza sie kfadac w przyblizeniu

1
F=Fc+Fg(E— Ec)?

Ec

d>F 3 s 3(b\ P _
(9 _ 2 A et 5/3
0= () a2 (a) @

co jest uzasadnione przez szybkie malenie funkcji podcatkowej przy
oddalaniu sie od jej maksimum w Eg W tym przyblizeniu catke
wyliczamy w granicach (E — Eg) od —oo do oo

[° eFdE ~ | |25, efe =
; ¢ (18)

VEO5)3(KT) S exp |3 (5)° (kT) 7113

Fo =




Ostatecznie mamy

~ f
Ak~ T2 Bexp (- 1/3>, (19)
T?

gdzie

_ 2/3 5 7 _1/3_ 723 (M 13
f=1.5b 210 K =19.72(Z; Z) —_—

Myed

Ta forma zaleznosci szybkosci reakcji od temperatury jest
charakterystyczna dla reakcji nierezonansowych. Jezeli reakcja j+k
jest reakcja (wolng), ktéra determinuje szybkos¢ cyklu, to
wyktadnik temperaturowy dla produkcji energii jest dany przez

Olne N f 2

T T S 33 (20)

Im wyzszy tadunek elektryczny jeder tym wyzszy wyktadnik i tym
wieksza koncentracja produkcji energii w poblizu centrum gwiazdy



Reakcje rezonansowe
W okolicy rezonansu wyrazenie na przekrdj czynny ma postaé
o~ PcF,

gdzie

h
[= — << E
2nT

Jezeli rezonans wystepuje przy niskich energiach, to czesto
dominujacy wktad do catki w wyrazeniu na r; x pochodzi z okolicy
E = E, i we wszystkich pozostatych funkcjach E (oprécz F,)
mozna te réwno$¢ zatozyd.

/ FodE = 27
0 r



Reakcje rezonansowe c.d.

W zwiazku z tym dostajemy

_ _1161E,
Nk~ Ty exp ( 7? ) (21)
7

Gdzie E, wyrazone jest w MeV.
Jezeli reakcja rezonansowa wyznacza tempo cyklu, to wyktadnik
temperaturowy dany jest przez

_1161F,
TR T

3
—5 (22)



Dane doswiadczalne
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Interiors



Przebieg funkcji S
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Tempo zachodzenia reakcji °C +' H =B N
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Reakcje jadrowe przed ciggiem gtéwnym i w brazowych
kartach

Fuzja deuteru zachodzi juz w tamperaturach 10°® K Moze
zachodzi¢ w obiektach o masie M > 13M,

2H4YH =3 He+~

Fuzja litu zaczyna by¢ istotna w temperaturze ok. 3 - 10° K. Taka
temperatura osiggana jest we wnetrzach obiektéw o M > 60M

Li+Y H —* He +* He

Dla obiektéw o masie wigkszej niz ~ 80M,(0.08 M) zaczyna sig
synteza wodoru



Reakcje jadrowe ma MS - cykl P-P

» Synteza dwdch protondw (pa)

"H4lH 52 H4 et + ve + 0.42MeV

Odbywa sie ona w dwéch etapach: - utworzenie jadra 2He -
rozpad beta plus tworzacy deuter 2H (zachodzi on bardzo
rzadko - oddziatywanie stabe, najczesciej 2He rozpada sie na
dwa protony) Dzieki emisji pozytronu mamy dodatkowy zysk
energii z anihilacji par e~ e™ (1.02 MeV).

» Synteza deuteru w hel 3 (pb)

2H +' H =3 He + ~ + 5.49MeV

Zachodzi bardzo szybko ($redni czas zycia deuteru we wnetrzu
Stonca to ok. 4 min)
» Synteza 3He w *He (pc)

3He +3 He —* He +2'H + 12.86 MeV

Sredni czas zycia 3He we wnetrzu Stofica to ok. 400 lat



Reakcje jadrowe ma MS - cykl P-P

Reakcje termojadrowe (pa, pb, pc) nazywane s3 cyklem PP-I
Powstaje w nim wiekszo$¢ energii Storica (ok 85%, z tego w
samym wnetrzu ok. 69%). Catkowity zysk energetyczny wynosi
26.73 MeV na jedno wyprodukowane jadro #He, neutrina unosza
2% energii cyklu
Cykl PP-II

(pd)  3He +* He —7 Be + v

(pe) "Be+e™ —' Li+ ve(+7)

(pf)  TLi+' H —* He +* He
Cykl PP-II odpowiada za ok 14% energii Stohca. Gtéwnym
zrédtem energii jest synteza litu z wodorem (daje 17.37 MeV)

Neutrina unosza 4% energii cyklu (energia v, powstajacego w
reakcji (pe) to w 90% 0.861 MeV, a w 10% 0.383 MeV)



Reakcje jadrowe ma MS - cykl P-P

Cykl PP-IlI
(pg) "Be+'H =8B+~
(ph) 8B —® Be+e' +ve
(pi)  8Be =" He+* He

Ta gataz cyklu P-P odpowiada tylko za 0.1% jego jasnosci, stanowi
jednak zrédto wysokoenergetycznych neutrin z energia do 14 MeV,
a catkowita strata energii w wyniku emisji neutrin wynosi w tym
cyklu 28%.



Cykl P-P

Tempo reakcji cyklu wyznaczone jest przez reakcje (pa)

X2p3 —15.7 L
rp,p = rpa ~ 248 . 1012 T2/§ exp < _,_1/3 )Cm 35 ! (23)
7 7

Tempo produkcji energiina 1 g

Q —p,eff lp— X2,02 —15.7
€p p= —~LPNPP ~52.10 275 €XP 7 erg/g/s (24)
p T; T;

Wyktadnik temperaturowy dla cyklu p-p

5.2 2
€T =—7% — =
TR 3

Dla centrum Stonca e ~ 3.9



Tempo zachodzenia reakcji w cyklu PP

0

1

Log Nalovy cm? mole™ ' s

108 1o’
Temperature (K)
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Interiors



Reakcje jadrowe ma MS - cykl CNO

Cykl CNO zachodzi w obecnosci ciezszych pierwiastkéw i jest
dominujacy dla gwiazd MS o masach powyzej ok. 1.5 Mg (w
zaleznosci od metalicznosci). Na Storicu odpowiada on za

produkcje ok 1.5 % energii

Cykl CNO-I

1§c
l?N
12(:
1;N
1go

15
7N

+

+

1
1H

1
1H

1
1H

1
1H

+ o+ o+ o+ o+ o+

1.95 MeV

1.20 MeV (half-life of 9.965 minutesl7])

+ 7.54 MeV

7.35 MeV
1.73 MeV (half-life of 122.24 secondsl’]]

4.96 MeV



Reakcje jadrowe ma MS - cykl CNO

Cykl CNO-II
5N+ IH
o + IH
I;F
o + IH
N+ H

+ o+ o+ o+ o+ o+

+ o+ o+ o+ o+ o+

12.13 MeV

0.60 MeV

2.76 MeV (half-life of 64.49 seconds)
1.19 MeV

7.35 MeV

2.75 MeV (half-life of 122.24 seconds)



Reakcje jadrowe ma MS - cykl CNO

Reakcje cyklu CNO s3 nierezonansowe. Reakcja okreslajaca tempo
reakcji cyklu jest

(cd) “N+TH B0 +4y

Tempo produkcji energii na 1 g, przy zatozeniu, ze potowa
zawartoéci metali Z przypana na C N O w przyblizeniu wynosi

XZ —70.5
€CNO = Qcno.etrieno g g 121 X212 exp (7-1/3) erg/g/s

2 3
p / ]
(25)
Wyktadnik temperaturowy dla cyklu CNO
235 2
€ET=—7% — =
T3 3

Dla centrum Stonca e =~ 19.6, a dla centrum gwiazdy ZAMS o
masie 5Mg e7 ~ 16.2

Ze wzgledu na tempo reakcji (cd) prawie caty CNO w obszarze
zachodzenia reakcji zamieniony jest na 4N, a stosunek zawartosci

12c/13C ~35



Reakcje poza MS - cykl 3 «

Synteze jadrowa w helowym jadrze inicjuje reakcja
(3aa) “*He +* He —8 Be

Jest to reakcja odwrotna do reakcji konczacej gataz PPIII cyklu
p-p i potrzebna jest do jej zajécia energia 91.8 keV. Jadra ®Be
rozpadaja sie w czasie 2.6 - 1071® s na dwa jadra *He. Mozna
oszacowa¢ liczbe jader Be korzystajac z odpowiednika réwnania
Sahy, gdy potraktujemy rozpad jako jonizacje z ujemnga energia, a
za mase elektronu podstawimy mase czastki .

N(®Be) =1.87 - 10737, **N2_exp (_1(;_65) cm™3  (26)
8

Dla gwiazdy o masie 1 M, efektywna synteza wegla zaczyna sie
przy Tg ~ 1.1 pg ~ 1, co odpowiada Nye ~ 1.5-10%°. Wtedy

N(EBe) = 1.75 - 10 8 N,



Cykl 3 «

Nawet tak mata liczba jader 8Be jest wystarczajaca do
efektywnego zachodzenia reakcji rezonansowej

(3ab) *He +8 Be -2 C+~
Reakcje ((3aa) i (3ab) tworza cykl 3o w ktérym
Qefr = 7.367 — 0.0918 = 7.275MeV

Tempo cyklu wyznacza rezonansowa reakcja (3ab) z
E, = 0.287MeV

gY? 43.97
€30 75 - 1029p67_§, exp (—7_8> erg/g/s
Wyktadnik temperaturowy wynosi w zwiazku z tym
_ 43.97
=7

et ~ 37 dla gwiazd o masie 1M, e = 31 dla gwiazd o masie
5Mg.

€T 3

(27)



Cykl 3c i spalanie wegla

Poczatek spalania helu w jadrach gwiazd o masie mniejszej niz ok.
2.3 Mg ma charakter ekspozywny (btysk helowy) ze wzgledu na
degeneracje.

Kolejng istotng reakcja w helowych jadrach jest

12€ 4% He - O + v + 7.162MeV

Wyliczenie tempa tej reakcji stanowi powazny problem dla fizyki
jadrowej Ewolucje ilosci atoméw He (Ng), C(Ni2) i O (Nig) w
jednostce objetosci opisujg réwnania

dN.,
74 = 33 N7 — A, 12Na Npo
t
dN
dtlz = 30 N7 — Aa,12NaNio

dNyg

= Ao.12\Na N
ar 124 Ny



Cykl 3a i spalanie wegla

Po zakonczeniu palenia helu w jadrze gwiazdy najobfitszymi
pierwiastkami sa wegiel i tlen. Ich wzgledna obfitos¢ zalezy od
(niepewnej) wartosci Ay 12

W czasie dziatania cyklu 3o produkowana jest réwniez pewna ilosé
neonu w reakcji

160 44 He —2° Ne + ~ + 4.734MeV



Reakcje po wypaleniu helu

> W temperaturze Tg > 5 zaczyna by¢ istotna reakgcja.
12C +12 C

Powstaje wzbudzone jadro magnezu, ktére ma kilka kanatéw
rozpadu (*°Ne, 23Na, 22Mg, >*Mg). Catkowita przemiana
12C 412 C w 2*Mg daje Q=13.933 MeV

> W temperaturze Tg > 1 zaczyna sie palenie helu w reakgji
160 +16 0

Jej gtéwnymi produktami sg krzem 225/ i siarka 32S.
Catkowita przemiana 20 +16 O w 32S daje Q=16.542 MeV

» W temperaturze Tg =~ 3 zaczyna sie spalanie Si prowadzace
do powstania zelaznego jadra.



Ostatnie fazy ewolucji

» Proces palenia wegla w konwektywnych jadrach trwa ok. 100
lat.

» Kolejne fazy ewolucji: synteza Si i ciezszych jader az do Fe
zachodza w skali miesiecy i dni.

» Kreacja par elektron - pozyton, emisja neutrin,

v

Fotodezintegracja jader zelaza, wychwyt elektronéw.
» Zapadniecie zelaznego jadra (wybuch SN Ib/c, SN II)



Réwnania w zaleznosSci od promienia

» Roéwnanie ciggtosci
dM,

— Agr?

dr e
P> Réwnanie réwnowagi hydrostatycznej
dP— GM,

a2 f

» Réwnanie na tempo produkcji energii

dL,
dr

= 47Tr2pe

» Gradient temperatury

dT _dnTTdP_
d dinP P dr

Tdp
P dr

(28)

(29)

(31)



Réwnania w zaleznosci od masy

» Réwnanie ciggtosci

dr 1
dM, — 4nr2p

P> Réwnanie réwnowagi hydrostatycznej
P GM,
dM,  Axrt

> Réwnanie na tempo produkcji energii

i,
am, €

» Gradient temperatury

dT _ dInTT dP
dM,  dInP P dM,

T dP
P dM,

(32)

(33)

(34)

(35)



» Przypadek promienisty i konwektywny

_ 3kL,P
v — Vi5ad = 167 GacM, T% dla Vg < Vg (36)
vad + vn dla vrad > vad

> Wartos¢ V,, mozemy wyznaczy¢ z réwnania wynikajacego z
MLT
> W gtebokich wnetrzach gwiazd mozemy przyjaé, ze V, = 0.



Dane materiatowe.

» Roéwnania budowy wewnetrzniej dla sferycznie symetrycznych
gwiazd muszg by¢ uzupetnione przez dane fizyczne
(najczesciej stablicowane) takie jak:

P =P(p, T,X)
u=u(p, T,X)
k= k(p, T,X)
e=¢(p, T,X)

i ich potrzebne pochodne

» Dodatkowo dla modelu wyjsciowego musimy podaé X(M,).

» Najczesciej przyjmuje sie, ze modele gwiazd ciggu gtéwnego
wieku zerowego (ZAMS) sa jednorodne chemicznie ze wzgledu

na catkowicie konwektywne modele przed osiggnieciem ZAMS
(faza Hayashiego)



Warunki brzegowe

» Warunki brzegowe s3 okreslone zaréwno we wnetrzu, jak i na
powierzchni (s3 dwupunktowe)

p(My=M)=0 T(M,=M)=0

P Zamiast zerowego warunku na temperature mozna podaé
warunek wynikajacy z przyblizenia Eddingtona

Lo\VA
T(Mr = M) = (1/2)1/4Tef = (87TUR2>

» Zaawansowany gdrny warunek brzegowy bedzie zwigzany z
rozwigzaniem réwnan transferu i rownowagi hydrostatyczne;j
dla atmosfery, ktére nalezy uzyskaé do gtebokosci na ktérej
pole promieniowania jest juz praktycznie takie, jak wynika z
przyblizenia dyfuzyjnego.



Modele homologiczne jednorodne chemicznie
Zanim omoéwimy rozwigzanie réwnan budowy wewnetrznej
otrzymamy przyblizone zaleznosci dla gwiazd jednorodych
chemicznie znajdujacych sie w réwnowadze hydrostatycznej i
termicznej.
Skorzystamy z modeli samopodobnych (homologicznych) dla
ktérych przebieg wartosci

r(MN p (MN\ L (MN T (M,
R\M) pc\M) L\M) T\ M)’

jest taki sam.
Przyjmujemy nastepujace zatozenia: réwnanie stanu gazu
doskonatego
. PT
1
potegowa zalezno$¢ od gestosci i temperatury dla wspdtczynnika
nieprzezroczystosci i tempa produkcji energii

k=ropd TS e=epT?



Modele homologiczne c.d.
Dla modeli homologicznych mamy nastepujace relacje
M
Pc ™~ R3
M 1/3
Te~ % ~ MM2/3PC/

M? 4/3
Pe~s g ~ M5
L, kP L, kopdt?
M, T4 M, Tst3
czyli dla modeli homologicznych

vrad ~

L p T3

M KO pQ+1

Cc

Dla tempa produkcji energii

L
m ~ €0Pc TCb



Modele homologiczne c.d.

Mozemy zapisa zalezno$¢ gestosci centralnej od temperatury

1/(a+2)
e~ ( H ) Tc(s—b+3)/(q+2)
KRO€o

dla prawa Kramersa mamy kg ~ pT~3° Z zaleznosci
per~pPTEM™?
dostajemy zalezno$¢ T, od masy o sktadu chemicznego gwiazdy

T. ~ M(2q+4)/du(3q+7)/d(Fdoeo)fl/d

gdzied=b—s+ 3+ 3q
Z powyzszych wzoréw mozna otrzymaé zalezno$é jasnosci od masy
i sktadu chemicznego

L~ MWMMW“65+WkH8/k



Modele homologiczne

L~ MWMIUJWNE(l)-FWkKI(‘;Vk
gdzie:
2
WM:1+g(b(q+1)+S+3)

<1+(2 +7)b(q+lgj+s+3>

1 1
' b(g+1)+s+3
qg+2 d

Stosunkowo najczesciej bedzie wykorzystywana zaleznosé¢ L(M).
Dla cyklu p-p (b=4) i prawa Kramersa (g = 1, s=3.5)

L~ M5.46
Dla cyklu CNO (b=16) i prawa Kramersa (g = 1, s=3.5)
|~ M5.14

Wy =

+2

Wy = —

Jezeli g=01is =0, to
L~ M



Modele homologiczne c.d.

Zaleznos$¢ od Sredniego ciezaru czasteczkowego w przypadku s=0,

q=0
L~ pt



Rozwigzanie réwnan

Cztery réwnania budowy wewnetrznej rozwiagzuje si¢ metoda
iteracji ze zszywaniem w punkcie posrednim M, = Myg;.
Potrzebna jest znajomo$¢ przyblizonych wartosci p. Te (w M, =
0)iLiR(lub Ter) w M, =M.

Rozwigzanie od centrum zaczyna sie od skonczonej, ale
dostatecznie matej wartosci M,. Mozemy wtedy pofozyé p = p. i

- 3M, \ /3
~ \4mpc

P GM,

dr p r2

d?pP aT . 5
(o).~ 5o

z réwnania

wynika przy r — 0



Rozwigzanie réwnan budowy wewnetrznej

Podstawiajac do rozwiniecia na P wokét r=0
1 (d°P G o3 (4 )\
P=P.—=-|— =P, — —M
<732 <dr2 > s <3 e

T, G 4 1/3
T = Tc - FCMin(vrad,C7 vad,c)EME/s <37Tpﬁ> 5
c

gdzie
3 P.kcec
16racG T2

W gtebokim wnetrzu zaniedbujemy V,

Z powoddw numerycznych nie nie dochodzi sie do powierzchni
gwiazdy, ale kontynuuje sie wylicznie zmiennych do wybranej
wartosci M, = Mg;

vrad,c =




Rozwigzanie réwnan budowy wewnetrznej

Oznaczmy wartosci czterech wybranych zmiennych zaleznych w
punkcie zszycia przez yj . (j=1,2,3,4), ich wartosci sa funkcjami
pc=x1i Tc=xo.

Catkowanie od powierzchni wgtab wykonujemy dla prébnych
wartosci L =x3 i T(M) = (%)1/4 Ter = xa. Musimy jeszcze przyjaé
warto$¢ mata wartoéé na p(M) na przyktad 10712 i mozemy
rozpocza¢ catkowanie wgtab do M, = Mj;:. Wartosci zmiennych
zaleznych w tym punkcie oznaczamy y; .. Zazwyczaj

dj = Yje = Yjc #0

Wartosci x, zmieniamy tak dtugo, az asiggniemy dopasowanie z
zatozong doktadnoscia (Max|d;/y;| mniejsze od ustalonej liczby).



Rozwigzanie réwnan budowy wewnetrznej

Poprawki Ax, mozna wyznaczy¢ n.p. metodg iteracji zakfadajac
przyblizenie liniowe na kazdym kroku. Wartosci Ax; dostajemy
jako rozwiazania réwnan

0Yj.c B Wje
Z Oxk Z oxi 9 (37)

Pochodne czastkowe wyliczamy numerycznie.

Wyznaczone poprawki dodaje sie do xi i proces powtarza sie az do
uzyskania wymaganej doktadnosci zszycia.



Niestabilnos¢ cieplna

Réwnanie (37) nie ma rozwiazan jezeli wyznacznik macierzy

_ e e _
MJk o an an =0

Wiaze sie to z neutralng stabilnosciag wzgledem zaburzen cieplnych.
Zapiszmy pierwsze prawo termodynamiki w postaci:

dS du Pdp dL,
i e (38)
dt dt pdt dM,
Zaktadamy, ze zaburzony model jest w stanie réwnowagi, nie
zmienia sie sktad chemiczny i mozna réwnanie zlinearyzowacd
przyjmujac zalezno$¢ czasowa w postaci exp (7t).
Dodatkowo linearyzujac zalezno$¢ €(p, T) otrzymamy
0T dp déL,
T6S = — — | - 39
¥ €<€TT+€pp> dM, (39)



Niestabilnos¢ cieplna c.d.

» Jako podstawowych zmiennych termodynamicznych uzyjemy

SiP. oT oP &S
i e 4
op _ 10P x795 (41)
p Ti1 P xpcp
> W obszarach o wydajnej konwekcji mamy
déos
= 42
an, =0 (42)

» Mozemy przyjaé, ze obszary o niewydajnej konwekgji, lezace
blisko powierzchni gwiazdy pozostajg w réwnowadze cieplne;j.

» Dla obszaréw promienistych najwygodniej bedzie nam
skorzystaé ze zwiazku

dinT Lx

dM, ~ (rT) (43)




Niestabilnos¢ cieplna c.d.

» Linearyzacja réwnania (43) daje nam zwiazek

d_(OT\ _g dnP ol 0T b,
av, \T )~ Vredam, | VT T e, TN
(44)

» Zaburzenie moze nam zmieniaé granice obszaru
konwektywnego. Przesuniecie tej granicy opiszemy wzorem

dD \ !
o0 (22)

gdzie D = V,30 — Vg



Niestabilnos¢ cieplna c.d.

» Dla obszaru niekonwektywnego mozemy zapisa¢ zaburzenie
strumienia promienistego

L, GMNgdM, \cp 2P r P TP
(45)
gdzie
b5:4—/<cr+mpﬂ,
Xp
K
b,D = (4 — I{T)vadF
1
» Linearyzacja rownania ciggtosci daje
) d
dor _ 2ﬁ+iéj_ﬂj r (46)
dM, r M P Xp cp ) dM,
» Linearyzacja réwnania rownowagi hydrostatycznej daje
déP or dP
av, =~ Tt A (47)



Niestabilnos¢ cieplna c.d.

» Eliminacja dr i 6P jest skomplikowana, ale na koncu
otrzymujemy réwnanie na warto$¢ wtasng -y

yT6S = N(8S) (48)

N jest operatorem liniowym, rézniczkowo-catkowym i na ogét
nie jest hermitowski. Wartosci wtasne moga tworzyé zespolone
pary «v i vx . Przejécie od modeli stabilnych do niestabilnych
moze zaj$¢ w modelu z Det(M i) # 0



Niestabilnos$¢ cieplna - model uproszczony

» Zatozymy réwnanie stanu gazu doskonatego, i state
wspotczynniki €1, €,, KT, K,. Rozwigzan réwnania bedziemy
szuka¢ w postaci homologicznej z dr/r = const

» Z réwnania (47) otrzymujemy

oP or

=4
P r

» Z réwnania (46) otrzymujemy:

dS or oP oP
— =3— 4+06— = —0.15—
cp r + P P

» Z réwnan (41) i (40) otrzymamy



Niestabilnos$¢ cieplna - model uproszczony
> Réwnanie na zaburzenie jasnosci w obszarze promienistym

L= (—0.15bs + bp — 1)f = —(0.25x7 + O.75/<;p)?

P Podstawienie do wzoru na pochodng czasowa entropii daje

P
[0.6cp Ty + e(eT + KT + 3¢, + 3/@,))]F =0

> Wzér ten nie prowadzi do wartosci v niezaleznej od M,, ale do
przyblizonej oceny stabilnoéci mozemy skorzystac ze
scatkowanej wersji tego warunku, ktéry mozemy zapisaé w

postaci:

_ 5(et + k1) + 15(€ep + Kp)
— 49
7 37 : (49)

gdzie
Fop = L1 / cp TdM, ~ T4,



Niestabilnos$¢ cieplna - model uproszczony

| 2

| 2

We wzorze na 7y tylko k1 zazwyczaj jest mniejsze od 0 ale nie
na tyle aby dosta¢ 7 > 0

Zaburzenia € dziataja stabilizujaco w modelu homologicznym
ze wzgledu na przeciwne znaki zaburzen entropii i
tempertatury. Podobnie jest w gwiazdach zbudowanych z gazu
niezdegenerowanego.

Dla obszaréw w ktérych mamy gaz zdegenerowany w
przypadku zaburzeh cieplnych mamy

6P| __|oT
[2 T

6S 0T

cp - T
Nie dziata ciSnieniowy zawér bezpieczenstwa i reakcje jadrowe
zaczynaja sie w sposdb eksplozywny.



Niestabilnos¢ cieplna

» Dla zaburzen zlokalizowanych w cienkich warstwach z
aktywnymi reakcjami jadrowymi nie mozna znaczaco zmienic
ci$nienia zmieniajac rozktad masy w tej warstwie. Taka
niestabilno$¢ moze wystepowac w warstwie palenia helu nad
zdegenerowanym jadrem weglowo - tlenowym i w jej wyniku
otrzymujemy pulsy cieplne

Ewolucja zachodzi przy braku réwnowagi cieplnej réwniez gdy brak
jest dostatecznie wydajnych jadrowych Zrédet energii.

> Kontrakcja w cieplnej skali czasu przed ciggiem gtéwnym,
temperatura zbyt niska dla syntezy wodoru.

» Po opuszczeniu ciggu gtdwnego w jadrze helowym nie ma
reakcji termojadrowych i staje sie ono izotermiczne, jezeli jego
wzgledna masa przekroczy krytyczng wartos$¢, to nastepuje
jego kurczenie sie w cieplnej skali czasu. Prowadzi ono do
degeneracji gazu, albo dla masy przekraczajacej ok 2.3 Mg
poczatku syntezy wegla w gazie niezdegenerowanym



