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Odkrycie biatych kartéw

> W 1783 r Williem Heschel odkryt uktad podwdjny zwiazany z
gwiazda 40 Eri. Jak sie péZniej okazato jeden ze skfadnikow
tego uktadu potréjnego (40 Eri B o jasnosci V=9.52) byt
pierwszym biatym kartem. Jego widmo zostato zbadane
dopiero w 1910 r.

» Przewidywanie istnienia masywnych towarzyszy Syriusza i
Procjona przez Friedricha Bessela (1844).

» Wyliczenie przewidywanych parametréw orbitalnych (Arthur
Auwers dla Procjona)

» Odkrycie Syriusza B w roku 1862 r. - Alvan Graham Clark
» Odkrycie Procjona B w 1896 r. - John Martin Schaeberle

» Analiza widm 40 Eri B (1914) i Syriusza B (1915) - Walter
Adams (problem matej jasnosci przy wysokiej temperaturze)

» Odkrycie pierwszego pojedynczego biatego karta - Adrian van
Maanen 1917 - duzy ruch wtasny, typ widmowy F ( T¢r ~ 6200
K, 1920 - paralaksa ok. 0.23", - bardzo mata jasnos¢.



Biate karty - parametry obserwacyjne
Przyblizone parametry biatych kartéw zostaty okreslone przy okazji
analizy ich widm, przy znanych wartosciach paralaksy.
Wspotczesnie podawane parametry dla czterech najblizszych
biatych kartéw s3 nastepujace

nazwa masa (Mg) | promien (R) | jasnos$¢ (L)
Syriusz B 1.02 0.0084 0.056
40 Eri B 0.50 0.014 0.013
Procjon B 0.60 0.0123 7740
gwiazda van Maanenena 0.68 0.011 6200

> typy widmowe:

DA - atmosfera catkowicie wodorowa,

DB - atmosfera czysto helowa (linie He 1)
DC - widmo ciagte (brak linii widmowych)

DO - linie Hell i dodatkowo H i He |

DZ - linie metali

» Zaleznos¢ masa - promien

> Zaleznos¢ wiek - jasno$¢ - temperatura




Budowa biatych kartéw - przyblizenie nierelatywistyczne

> Gtéwnym zrédtem cidnienia we wnetrzach biatych kartéw sa
zdegenerowane elektrony

» Czesto podaje sie zalezno$¢ masa - promien w przypadku
nierelatywistycznym (xg = 25 << 1)

> Jak pamietamy w tym przyblizeniu mamy
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» Otrzymujemy politropowe réwnanie stanu ze stata
K=3.16-10'2 dla X = 0.
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Budowa biatych kartéw - przyblizenie nierelatywistyczne

» 7 zalezno$ci promien - masa dla kul politropowych
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> Musimy jednak pamigtaé, ze nierelatywistyczne réwnanie
stanu jest wtasciwe w centralnych czesciach tylko najmniej
masywnych biatych kartéw (M < 0.2My)



Przyblizenie ultrarelatywistyczne - masa Chandrasekhara

» Réwnanie stanu catkowicie zdegenerowanego gazu elekronéw
w przyblizeniu ultrarelatywistycznym (v — ¢ i pv — pc)
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» Promien konfiguracji ultrarelatywistycznej powinien dazy¢ do
0 (bo gestos$¢ do nieskonczonosci)




Budowa biatych kartéw - model Chandrasekhara
» Dla gazu zdegenerowanego mozemy zapisaé
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» Korzystamy z réwnania réwnowagi hydrostatycznej i réwnania
ciagtosdci i otrzymujemy odpowiednik réwnania Lane-Emdena
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Budowa biatych kartéw - model Chandrasekhara c.d.

Po podstawieniu
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Budowa biatych kartéw - model Chandrasekhara c.d.

» Warunki brzegowe okreslone s w centrum (dla r = 0, czyli
(=0)
(p = ]_’ d—? = 0
> Gestosc okreslona jest jako
1\3/2
p=Cx =G - 1) = Gzl ( - 22)
C
» Powierzchnia jest osiggnieta, dla wartosci (1, gdy gestosc
osiagnie 0
(=G x1=0 z1=1 ¢p1=1/z

» Promien jest okreslony jako

R e




Budowa biatych kartéw - model Chandrasekhara c.d.

» Masa biatego karta
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Wyniki obliczen

numerycznych dla biatych kartéw

O/ He M HeR
1/2 X & (—E2dpjdi) (gem™?) (M) (km)
0 [ole] 6.8968 2.0182 o0 5.84 0
0.01 9.95 5.3571 1.9321 9.48 x 108 5.60 4.170
0.02 7 4.9857 1.8652 3.31 x 108 5.41 5.500
0.05 4.36 4.4601 1.7096 7.98 x 107 4.95 7.760
0.1 3 4.0690 1.5186 2.59 x 107 4.40 10.000
0.2 2 3.7271 1.2430 7.70 x 108 3.60 13.000
0.3 1.53 3.5803 1.0337 3.43 x 10° 2.99 16.000
0.5 1 3.5330 0.7070 9.63 x 10° 2.04 19.500
0.8 0.5 4.0446 0.3091 1.21 x 10° 0.89 28.200
1.0 0 [e*] 0 0 0 o0

Rysunek: (Tabela 37.1 Kippenhahn, Weigert, Weiss “Stellar Structure

and Evolution” second edition za Cox i Giuli 1968 vll chap. 25



Zalezno$¢ promien-masa dla biatych kartéw

0.04 T T

0.035

i
c
=
Oi
0.03 Wi
0]
5 0.025 ICH:
© o]
o ©:
—_ H
@ 002 N\ 54
o \ N =
(2] L N H
~—0.015 \On r ”atlvic!,.- r :
g N [T gas

E e \@6{,‘, e o e e
Vidsr :
5 \tlc F@rn
/ :
0.005 Jas:

0 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 McplS 1.75

Mass (solar masses)

Rysunek: ( (zrédto: AllenMcC - Wikipedia)



Stygniecie biatych kartéw - model uproszczony

» Najprostszy model zaktada catkowicie zdegenerowane
izotermiczne jadro i otoczke ztozona z gazu doskonatego.
Zaktadamy skokowe przejScie w réwnaniu stanu pomiedzy
jadrem, a otoczka dla

p3 =05 T73/2

» Zaktadamy, ze otoczka jest zjonizowana, nie zawiera wodoru i
helu i ;= 2. Réwnanie stanu gazu doskonatego w tej sytuacji
mozemy zapisa¢é jako

Pi1g =0.416 - p3T7
» Zaktadamy zalezno$¢ wspétczynnika nieprzezroczystosci
k=kop?T?°

» Zaktadamy, ze otoczka jest w réwnowadze promienistej

dinT  3kLP
dinP 16w GacMT#

Vrad =



Stygniecie biatych kartéw - model uproszczony

> Przyjmujemy na powierzchni P =01 T = 0, dzieki czemu
otrzymujemy

Tstate _ 3kLP k qs+q+4pq+1
16w GacM \ 2my g+1

» Dla nieprzezroczystosci dla przej$¢ swobodno-zwigzanych
korzystamy ze wzoru Kramersa k = 4 - 102°pT =35 i
otzymujemy zalezno$¢ politropowa

Lo M
Pig = 6.4-10°T7%, =2
©

i z rébwnania stanu gazu doskonatego (u=2)

Lo M

= 1. .1 -2 T3.25 o
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Stygniecie biatych kartéw - model uproszczony

» Z warunku na granice pomiedzy izotermicznym
zdegenerowanym jadrem a promienistg otoczka otrzymujemy
zaleznos¢ pomiedzy temperatura wnetrza a jasnoscia b.k.

Ty, =7.32
7b 3<L@I\/I

> Przyjmujemy, ze biaty karzet Swieci na koszt energii
wewnetrznej jondw znajdujacych sie w jadrze b.k.
(przyjmiemy, ze ;1j=12)
3k k

U= T M=—T-M
2/1,ij 8mH

» Jasnos$¢ biatego karta (skorzystamy z przyblizonej zaleznosci
R/Rs = 0.0127(M/M)~1/3)
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Stygniecie biatych kartéw - model uproszczony

» Charakterystyczna skala czasowa chfodzenia
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» Gdy podstawimy zalezno$¢ pomiedzy temperaturg centralng a
jasnoscia do réwnania

du

=

otrzymamy zalezno$¢ jasnosci od czasu

L~ t77/5



Budowa i stygniecie biatych kartéw - istotne czynniki

> Model kuli w ktérej zrédtem cisnienia sa catkowicie
zdegenerowane elektrony daje R - oo dla M — 0

» Uwzglednienie efektéw oddziatywania elektrostatycznego i
krystalizacji umozliwia otrzymanie konfiguracji o skonczonych
rozmiarach dla matych mas (gesto$¢ dazy do statej wartosci
dla P — 0)

» W trakcie stygniecia b.k. krystalizacja zwieksza ciepto
wiasciwe wnetrza.



Chtodzenie biatego karta o masie 0.609 M
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Rysunek: 37.6 Kippenhahn, Weigert, Weiss “Stellar Structure and
Evolution”



Biate karty - podsumowanie

» Koncowy produkt ewolucji gwiazd o masach poczatkowych
mniejszych niz ok. 7-8 Mg,

» Réwnowaga ci$nieniowa zapewniona przez gaz
zdegenerowanych elektronéw.

» Masa maksymalna (masa konfiguracji w ktérej zdegenerowane
elektrony bytyby ultrarelatywistyczne) - masa politropy o
indeksie n = 3 i statej politropowe;j

3\Y3 he /14 Xx\*3
K=(2) =
2) % (Gm)

Dla X =0 K = 4.89 - 1014

M = 4ralK3/? —5210 = 1.459M,
de ),

» Pozostatoscia po ewolucji gwiazd podobnych do Stonca bedzie
weglowo - tlenowy biaty karzet o masie ok. 0.52 M,



Zalezno$¢ masa promien dla biatych kartéw i gwiazd
neutronowych

» Rys. 38.3 z Kippenhahn,
Weigert, Weiss “Stellar
Structure and Evolution”

» Linig ciaggta zanaczone s3
konfiguracje stabilne, a linig
przerywanga niestabilne

» Wzdtuz krzywych podane s3

gestosci centralne dla
niektérych modeli




Gwiazdy neutronowe

» Koncowy produkt ewolucji gwiazd o masach poczatkowych
powyzej 8-9 M.

> Nie jest pewna gbrna granica poczatkowej masy gwiazd ktére
w wyniku zapadniecia sie jadra i wybuchu supernowej dadza
gwiazde neutronowa (ok. 20 M), ale zalezy to od
metaliczno$ci i zwiazanej z nig utraty masy)

» Odkrycie gwiazd neutronowych 1967 - Jocelyn Bell (Burnell) -
pulsar PSR B1919+21

> Najblizsza znana gwiazda neutronowa jest prawdopodobnie
RX J1856.5-3754 - odl ok. 140 pc.

» Pulsar o najmniejszym okresie rotacji - PSR J1748-2446ad
(v =716 Hz)

» Najmasywniejsze znane gwiazdy neutronowe PSR J1614-2230
(1.97 £ 0.04 M) i PSR J0348+043 (2.01 £0.04 My). Ich
towarzyszami s3 matomasywne biate karty.



Budowa wewnetrzna gwiazdy neutronowej o masie 1.4 M,
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Rysunek: ( 38.4 Kippenhahn, Weigert, Weiss “Stellar Structure and
Evolution” za D. Pines 1980, Journal de Physique 41



Czarne dziury

> Kolaps obiektéw o masach powyzej 20 My nie bedzie juz
réwnowazony przez cinienie.

» Wedtug OTW powstaje osobliwo$é¢, ktérg otacza horyzont
(czarna dziura). i ktéra grawitacyjne oddziatuje na otoczenie.

> Pierwsze rozwigzanie dla metryki czasoprzestrzeni wokét
nierotujacej czarnej dziury (zaleznej tylko od masy) - Karl
Schwarzschild 1916.

> Promien horyzontu nierotujacej czarnej dziury to

2GM M
= ~3—km
C2 M@

I's



Rotujace czarne dziury

> Pierwsze rozwigzanie dla metryki czasoprzestrzeni wokét
rotujacej czarnej dziury (zaleznej od masy i momentu pedu) -
Roy P. Kerr 1963 - istnienie horyzontu i ergosfery (obszaru
czasoprzestrzeni wspdtrotujacego z czarng dziura.

» Rozmiar zewnetrznego horyzontu rotujacej czarnej dziury -

a=J/(Mc)
r, = %(rs +4/r2 —423%)

» Rozmiar zewnetrznej ergosfery

1
re = E(rs + 1/ r2 —4a?cos? §)



Rotacja gwiazd

» Gwiazdy powstaja z obtokéw gazu, ktérych poczatkowe
rozmiary s3 wiele rzedéw wielko$ci wieksze niz rozmiary
gwiazd. Z zasady zachowania momentu pedu wynika, ze
nawet przy bardzo powolnej rotacji obtoku gazu znaczna czes$é
mometu pedu musi by¢ utracona aby gwiazda mogta powstaé.

» Kazda nowo powstata gwiazda rotuje.

» Zmiany predkosci katowej rotacji moga zachodzi¢ na skutek
utraty momentu pedu i zmian w strukturze gwiazdy



Warunek réwnowagi hydrostatycznej dla rotujacych gwiazd

» Ogblna postaé warunku réwnowagi hydrostatycznej
VP =p(—Vo +f)
» Potencjat samograwitacji z gestoscig wigze réwnanie Poissona
V20 = 4nGp
» W przypadku rotacji f jest sita odSrodkowa
f = Q%ses

» Cisnienie i potencjat spetniaja nastepujace warunki brzegowe
Na powierzchni (S) P=0
Na zewnatrz S, potencjat dany jest rozwigzaniem réwnania
Lapelace'a zmierzajagcym do zera przy oddalaniu sie od S do
nieskonczonosci.



Warunek réwnowagi hydrostatycznej dla rotujacych gwiazd
c.d.

» Gdy zastosujemy operator rotacji we wspdtrzednych
cylindrycznych do sity odsrodkowej otrzymamy

rort = sdp 0z) " \0z 0s) ¥ s\0Os Ste dp ) °

QZ
rotf = ¥5e¢
» Sita odSrodkowa jest potencjalna wtedy (i tylko wtedy) gdy Q
nie zalezy od z. Méwimy wtedy o rotacji cylindryczne;j.
> Jezeli mamy rotacje cylindryczna, to potencjat sity
odsrodkowej dany jest wzorem

Peen = —/Q2sds

» Warunek réwnowagi hydrostatycznej mozemy zapisaé wtedy
jako (&7 = + &)

VP =—pVor,



Warunek réwnowagi hydrostatycznej dla rotujacych gwiazd
c.d.

» Formalnym rozwigzaniem réwnania Poissona jest

M@:—G/ﬁ% &

X' — x|

> Jezeli wszystkie sity dziatajace na gwiazde sg potencjalne, to
zardwno ciénienie jak i gesto$¢ sg state na powierzchniach
statego potencjatu catkowitego.

VP = —pV(DT,

Z powyzszego roéwnania wynika
1) VP jest réwnolegty do Vo 1
2) gdy zastosujemy do niego operator rotacji, to otrzymamy

Vpx Vor=0

a wiec gradient gestosci jest rownolegty do pozostatych.
» W obszarach jednorodnych chemicznie wszystkie wielkosci
skalarne s state na powierzchniach ekwipotencjalnych



Model

>

Roche'a

W przypadku rotacji jednorodnej niezte przyblizenie dla ¢+
daje model Roche’a, w ktérym zaniedbuje sie odksztatcenie
rozktadu materii od symetrii sferycznej i wktad masy lezacej
powyzej sfery o promieniu r

Site odsrodkowa mozemy zapisa¢ we wspdtrzednych
sferycznych

f = Q2rsin 0(sin fe, + cos fey)

Potencjat catkowity w przyblizeniu Roche’a

GM,
r

1
dr — Z0%r?sin%0
2
Mozemy w tym przyblizeniu fatwo policzy¢ stosunek
promienia réwnikowego R. do biegunowego R,.

Q \? - 1
= —€
Qmax 2 rot

GM _HE

Q’R3 1(



Struktura radialna

> Warunek réwnowagi mechanicznej w kierunku radialnym w
przypadku powolnej rotacji

P GM, 2 92 _ GM,

dM,  4xr*  34mxr  4nrt

(1 - qrot)’
gdzie gror = %
» W przypadku gdyby Q zalezata od 6 to

_ 1
2= 3/1 Q*(1— p?)du

» Modyfikacja gradientu promienistego

3kl P
167 GacM, (1 — qror) T#

vrad =

» Tak zmodyfikowane réwnania mozna wykorzystaé w
modelowaniu struktury i ewolucji gwiazd rotujacych. Gtéwna
trudno$¢ stanowi wyznaczenie Q2(M,).



Prawo von Zeipela

» Jezeli mamy rotacje cylindryczng i jezeli sktad chemiczny jest
staty na powierzchniach ekwipotencjalnych, to wspétczynniki
nieprzezroczystosci i tempa produkcji energii rowniez beda
state na tych powierzchniach. Strumien energii promienistej w
przyblizeniu dyfuzyjnym mozemy zapisaé jako

4acT? 4acT3 dT

T=— o7 = n(d
3p ¥ 3mp dby T = (PT)E

I:rad = -

» Na powierzchni ekwipotencjalnej wartosé n(® 1) jest stata,
natomiast wartosci g = |g| i Frag = |Frad| state nie sa.

» Na przyktad w modelu Roche'a stosunek przyspieszenia
grawitacyjnego na biegunie g, do przyspieszenia graw. na
rowniku ge wynosi

& _ (re/rp)2 (1 + 0.5€101)?

8e 1—€rot 1 —€rot




Prawo von Zeipela c.d.

» Prawo von Zeipel'a dla rozktadu temperatury efektywnej na
powierzchni niesferycznej gwiazdy



Paradoks von Zeipela

> W gwieZdzie niesferycznej na ogét nie udaje sie spetni¢
warunku réwnowagi cieplnej w postaci

ds
pTEZGp—V-FZO
tatwo go dostrzec, gdy do wzoru podstawimy V - F
wynikajace ze wzoru Fyag = n(®7)g. Otrzymamy wtedy
ds 2 dn o
T— =¢p—nV°or —
p dt ep—1 T d¢Tg
» Wida¢, ze nie mozna tych wyrazéw skompensowaé. Na
przyktad dla rotacji jednorodnej mamy

V2o = ArGp — 20°

Tak wiec wszystkie sktadniki po prawej stronie oprécz g2 sa

state na powierzchni statego potencjatu.
» Dla szczegdlnego przypadku (f(lT"T = 0, aby spetni¢ dS/dt =0

trzeba mieé nierealistyczne prawo generacji energii
€e=41G —2Q%/p



Cyrkulacja potudnikowa

» Brak rownowagi termicznej w przypadku rotacji jednorodnej
jest przyczynga istnienia cyrkulacji potudnikowe;.

> Przyblizony wzér na predkos¢ cyrkulacji potudnikowe;j

LR?g’ R < Q2 )2

GM g Tth \ Qmax

Vme <~



