Wyktad 2 - zagadnienie dwdch ciat

02.03.2020



Prawa Keplera

Na podstawie obserwacji zgromadzonych przez Tycho Brahe
(gtéwnie obserwacji Marsa) Johannes Kepler sformutowat i
opublikowat w latach 1609 (Astronomia nova) i 1619 (Harmonices
Mundi) trzy prawa opisujace ruch planet.

1. Planety poruszaja sie po orbitach eliptycznych. Storice
znajduje si¢ w jednym z ognisk elipsy.

2. Predkos¢ polowa planety w jej ruchu orbitalnym wzgledem
Stonca jest stata.

3. stosunek trzeciej potegi rozmiaréw wielkiej pétosi orbity do
kwadratu okresu orbitalnego jest staty.



Réwnanie biegunowe krzywej stozkowej

P
(14 ecosyp)

r - odlegto$¢ od jednego z ognisk (centrum sity)
( - anomalia prawdziwa
p - parametr p = a(1 — e?)

e - mimosrdd
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rownanie krzywej stozkowej we wspoétrzednych biegunowych
(e < 1-elipsa, e =1 - parabola, e > 1 - hiperbola)



Zagadnienie dwdch ciat
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Réwnania ruchu dwéch punktowych mas oddziatujacych
grawitacyjnie

Mamy dwa réwnania ruchu i aby je rozwigza¢ bedziemy
potrzebowa¢ 12 statych catkowania.
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Réwnania ruchu $rodka masy
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Dodajemy réwnania stronami
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Réwnanie ruchu srodka masy c.d.

Wektor potozenia srodka masy jest okreslony jako

B_ myXi + mpXo
mi + mp
tak wiec mamy
d*R
m -— =0
(my + my) a2

Srodek masy porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.
Mamy szeé¢ pierwszych statych catkowania (R(t) = Ry + Ro - t)



Réwnanie ruchu wzglednego

Réwnania obustronnie dzielimy przez my (pierwsze) i my (drugie),
a nastepnie odejmujemy réwnanie pierwsze od drugiego:
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Otrzymujemy réwnanie ruchu ciata drugiego wzgledem pierwszego
Od tego momentu wektor potozenia ciata drugiego wzgledem
pierwszego bedziemy oznaczaé jako F=Fp=r — A



Réwnanie ruchu wzglednego c.d.

d2 o . d2 . sz G(m2 + ml)_,
g =X =gp(—n) =g =———5—7
Gdy pomnozymy stronami przez mymy/(m1 + my) otrzymamy
odpowiednik réwnania ruchu punktu materialnego wokét
nieruchomego centrum sity
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Zasada zachowania momentu pedu i drugie prawo Keplera

Réwnanie ruchu wzglednego mnozymy wektorowo przez 7 i
otrzymujemy

d’r
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Korzystajac z rézniczkowania funkgcji ztozonej mozemy zapisaé, ze
- d’7 G'(q>< ;) 2 up d(_’x ;)
r — = r r)—r r=—(7 r
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Tak wiec mamy zasade zachowania momentu pedu, czyli statg
warto$¢ predkosci polowej (Il prawo Keplera)
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Aby sprawdzi¢ czemu réwna jest ta stata zapiszemy moment pedu
uktadu wzgledem Srodka masy
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Pamietajac, ze
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Zasada zachowania energii

Réwnanie ruchu wzglednego pomnozymy teraz skalarnie przez 7 i

otrzymamy
5 d’r S Y 4 v
ur'ﬁ:—r-ﬁr:r-V(r)
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Jezeli zapiszemy réwnanie na energie w ukfadzie srodka masy
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i skorzystamy z zaleznosci na rj i > otrzymamy
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Od tej pory energie wzgledem $rodka masy & bedziemy zapisywaé
jako &€



Tor ruchu wzglednego

Ruch wzgledny odbywa sie w ustalonej ptaszczyznie i mozemy go
zapisa¢ we wspotrzednych biegunowych
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Tor ruchu wzglednego c. d.
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Podstawiamy r = 1/w
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Tor ruchu wzglednego c.d.

dw 5 2wy 2u€ 1/2

Podstawienie w = x + uy/J? prowadzi do réwnania
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Tor ruchu wzglednego c. d. - krzywe stozkowe,
| prawo Keplera

Podstawienie y = cos « daje rozwigzanie toru, ktére po powrocie
do zmiennej r ma postaé

Wy |y 288 00 1
2t 7 )Y cos(p — o) = ~
i
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r = =
1+ (14 25)2cos(p — o) 1+ ecos(y — o)
co jest réwnaniem krzywej stozkowej o wtasnosciach okreslonych
przez znak & (jezeli J?> > 0).

» &£ < 0 ruch wzgledny odbywa sie po torze eliptycznym.
Stanowi to tres¢ pierwszego prawa Keplera.

» &£ = 0 réwnaniem toru jest parabola

» &£ > 0 réwnaniem toru jest hiperbola.



State pie

W réwnaniu toru p

rr =
1+ ecos(v — ¥o)

p - parametr orbity
J2
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e - mimosréd orbity
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Zalezno$¢ pomiedzy energia a wielkg pétosia elipsy a

W przypadku £ < 0 i ruchu po elipsie najwieksza i najmniejsza
odlegtosé wynosi odpowiednio Q = p/(1 —e)ig=p/(1+e€), w
zwiazku z tym wielka péto$ elipsy
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i zalezno$¢ energii od wielkiej potosi elipsy
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Predkos$¢ orbitalna ruchu wzglednego

Korzystajac z rébwnania zachowania energii mozemy podaé warto$¢é
predkosci orbitalnej dla ruchu po orbicie eliptycznej v = |7
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otrzymamy
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v:(G(ml—l—m2))1/2 (—> .
r a
Korzystamy ze statosci predkosci polowej, ktéra w okresie rownym
okresowi orbitalnemu P powinna da¢é pole elipsy S = wab
L,

—r‘¢- P =mab
S ¢ ma
Podstawimy warto$¢ predkosci polowej dla najmniejszej odlegtosci
pomiedzy ciatami (wtedy nie mamy sktadowej radialnej predkosci)



Il prawo Keplera
1/2
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lloczyn predkosci polowej i okresu orbitalnego da nam pole elipsy

(rab = ma*V/1 — e2)
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otrzymujemy (uogdlnione) Il prawo Keplera
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Zaleznos¢ potozenia od czasu.




Zaleznos$¢ potozenia od czasu c.d.
Podstawiamy & = (a — r)/(ae) czyli r = a(1 — €€) i dr = —aed{ i

otrzymujemy
N2 sy ebds  de
I -y =)

Mamy nastepujace rozwigzania:
Elipsaa>0,e <1, & =cosE

1/2
(,Z) a=32(t — ty) = arccos(€) — e(1 — €?)/2 = E —esinE

Hiperbola a < 0, e > 1, £ = cosh (F)

1/2
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Dla paraboli



Ruch po paraboli
Dla ruchu po paraboli najwygodniej jest skorzystac z faktu, ze
energia catkowita w uktadzie $rodka masy réwna jest zero i
korzystamy z zachowania momentu pedu.
Pamietamy, ze p=2q (g - odlegto$¢ w perycentrum)

pur?y = \/ppry
_ P _ g
1+ COS(19) cos2(g)
Y
qzsec4(§)dz9 = qudt

(1 ; rg2<§>) d(ta (1)) = V%Za/zdf

jezeli jako moment ty okreslimy przejscie przez perycentrum to
otrzymamy réwnanie Bakera

te(3) + 518°(3) = sl 1)



Okreslenie anomalii mimosrodowej E i anomalii
prawdziwej ¢ dla elipsy
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Zwigzek anomalii mimosrodowej E i anomalii prawdziwe;j
9 dla elipsy

rcos = a(cos E — e)
rsinty = bsinE = a (1 — ez)l/ZsinE

Pozwala to na otrzymanie nastepujacych zaleznosci:

cos ) — cosE — e
1—ecosE
. VvV1—e2sinE
siny = ———
1—ecosE

s = 1 Ce(5)



Zwiazek hiperbolicznej anomalii mimosrodowej F i
anomalii prawdziwej ¢ dla hiperboli

Z definicji hiperbolicznej anomalii mimosrodowej i réwnania
hiperboli we wspdétrzednych biegunowych mozemy otrzymad:

costd — e — cosh F
ecoshF —1
ve2—1sinh F
siny = ———
ecosh F —1

t8(5) =/ S teh (5)



State ruchu wzglednego w zagadnieniu dwéch ciat

Mamy sze$¢ statych ruchu dla ruchu wzglednego dwdéch ciat:
W rozwiazaniu z poprzedniego wyktadu byty to
» Energia liczona w ukfadzie srodka masy
P trzy sktadowe momentu pedu liczone wzgledem Srodka masy
> kat g, ktory przyjeliémy 0 dla najmniejszej odlegtosci
pomiedzy obu ciatami.

P> wyrdézniony moment czasu w ktérym ¢ = 9y



Elementy orbity eliptyczne;j

Celestial body,

True anomaly v

Q

< B

Longitude of ascending node Reference
direction
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Ascending node

Rysunek: Elementy orbity: rozmiar wielkiej p6tosi, mimosréd, nachylenie
ptaszczyzny orbity do ptaszczyzny ekliptyki, dtugos¢ wezta wstepujacego,
odlegtos¢ perycentrum od wezta wstepujacego, moment przejscia przez

noam/rantrirm



Elementy orbity eliptycznej c. d.
Ze wzgleddw praktycznych zwigzanych z obserwacjami za sze$é
statych ruchu wzglednego w zagadnieniu dwéch ciat najczesciej
przyjmujemy:
P> a - wielka pétos orbity
P> e - mimosrdd orbity
» i - nachylenie orbity do wyrdznionej ptaszczyzny (dla orbit
wokétstonecznych jest to ptaszczyzna ekliptyki)
» Q - dtugos$¢ wezta wstepujecego (dla orbit wokétstonecznych
odlegto$¢ wezta wstepujacego od punktu Barana)
P> w - odlegtos¢ perycentrum od wezta wstepujacego
P> ty - moment przejScia przez perycentrum

Czasem uzyteczne jest korzystanie z dtugosci perycentrum
T=w+ Q.

W zwiazku z tym oprécz anomalii prawdziwej # mozemy sie
spotkaé z argumentem szerokosci u = 6 + w i prawdziwg dtugoscia
orbitalna

l=04+w+Q=0+7



