Wyktad 3: Elementy orbity. Wyznaczanie pozycji
obiektu na podstawie znanych elementéw orbity.

9.03.2020



Elementy orbity

Celestial body,

True anomaly v
Argument of pgriapsis

=

Reference
direction

Longitude of ascending node

Pian
€ OF reference
Inclination

£3

Ascending node

Rysunek: Elementy orbity: rozmiar wielkiej pétosi, mimosréd, nachylenie
ptaszczyzny orbity do ptaszczyzny ekliptyki, dtugo$¢ wezta wstepujacego,
odlegtos$¢ perycentrum od wezta wstepujacego, moment przejscia przez
perycentrum



> a - wielka p6tos orbity

v

e - mimosrdd orbity
» i - nachylenie orbity do wyréznionej ptaszczyzny (dla orbit
wokétstonecznych jest to ptaszczyzna ekliptyki)

> Q - dtugos¢ wezta wstepujecego (dla orbit wokétstonecznych
odlegtos¢ wezta wstepujacego od punktu Barana)
> w - odlegtos¢ perycentrum od wezta wstepujacego

P> ty - moment przejScia przez perycentrum

W przypadku orbity parabolicznej mamy ¢ - odlegtos¢ w
perycentrum, i, Q, w, to (e=1).

W przypadku orbity hiperbolicznej mamy: a, e, i, Q, w, tp (a <0,
e>1)



Inne elementy orbity:
> M - anomalia $rednia na dang epoke
> 1 =0 =w+ Q - dtugos$¢ peryhelium
» [ = M + 7 - $rednia dtugos¢ orbitalna

Przypadek orbity o matym mimosrodzie.

W przypadku orbity o matym mimosrodzie moment przejscia przez
perycentrum jest niezbyt dobrze okreslony. Czesto w takiej sytuacji
wprowadza sie dodatkowe katy:

> 0 = w+ 9 - argument szerokosci

» lp = ¥+ m - prawdziwa dtugos¢ orbitalna



Wyznaczanie wspétrzednych réwnikowych réwnonocnych

ciata o danych elementach orbity

Musimy znaé wspotrzedne heliocentryczne réwnikowe Ziemi i
wspotrzedne heliocentryczne réwnikowe obiektu, aby policzyé
geocentryczne réwnikowe wspbtrzedne obiektu.

» Wspbirzedne réwnikowe heliocentryczne Ziemi (€7, 1z, (7).
W przyblizonych rachunkach mozna je obliczy¢ znajac
elementy orbitalne Ziemi. W praktyce obliczone w ten sposéb
wspotrzedne beda obarczone zbyt duzym btedem ze wzgledu
na obecno$¢ Ksiezyca. Po orbicie eliptycznej (zaburzanej przez
perturbacje planetarne) porusza sie barycentrum uktadu
Ziemia - Ksiezyc. Powinnismy skorzystaé z rocznikéw
astronomicznych, lub odpowiednich stron internetowych (np.
http://ssd.jpl.nasa.gov)

» Obliczenie wspdtrzednych réwnikowych heliocentrycznych
obiektu. (&5, 1p, Cp)-

» Obliczenie réwnikowych geocentrycznych wspdtrzednych

obiektu xp =&, — &7, Yp =Np — Nz, Zp = Cp — (z



Obliczamy wspbtrzedne réwnikowe geocentryczne obiektu

» Odlegtos¢ geocentryczna

AP g \/sz +yp2 + Zp2
Z
8p = asin <p>
AP

Xp
Qp = acos | —=——es
VXp© T ¥p

» deklinacja

P rektascensja

Qp = asin %
VXp~ +¥p



Wyznaczenie heliocentrycznych réwnonocnych wspétrzednych
obiektu odbywa sie w dwdch niezaleznych krokach.

P okreslenia jego potozenia na orbicie

P policzenia potrzebnych elementéw macierzy przejscia od
uktadu zwigzanego z orbita ciata (0§ x skierowana od Storca
do peryhelium, o$ y skierowana od Stonca w kierunku
¥ = 90°), do uktadu réwnikowego heliocentrycznego (0$ £
skierowana od Stonica do punktu Barana, o$ 7 skierowana od
Storica do punktu od rektascensji 6 h i deklinacji 0°).



Macierze obrotu

Gdy mamy wspbtrzedne heliocentryczne w ptaszczyznie orbity ciata
(z osig x skierowana od Stonica do peryhelium) x, y (dla
interesujacego nas obiektu z= 0), to za pomoca kolejnych obrotéw
uktadu wspétrzednych mozemy przej$¢ do uktadu
heliocentrycznego réwnikowego.
> obrét o kat —w w ptaszczyznie orbity ciata (z = const), 0§ x’
skierowana od Stonca do wezta wstepujacego

cos(w) —sin(w) 0
sin(w) cos(w) 0
0 0 1

> obrét o kat —i wokét osi x’, osie x” y” znajduja sie w
ptaszczyznie ekliptyki.
1 0 0

0 cos(i) —sin(i)
0 sin(i) cos(i)



Macierze obrotu c. d.

» obrét o kat — wokédt osi Z, nowa o$ X skierowana jest od
Stonca do punktu Barana.

cos(2) —sin(2) 0O
sin(?)  cos(2) O
0 0 1

P obrét o kat —e wokét osi X, osie 1 i ¢ znajduja sie w
ptaszczyznie réwnikowej

1 0 0
0 cos(e) —sin(e)
0 sin(e) cos(e)



Przejscie od uktadu heliocentrycznego w ptaszczyznie orbity
obiektu ®xyz do heliocentrycznego w ptaszczyznie réwnikowej
OI3/8

£ P. Qx R« X

n|={hP Q R y

¢ P, Q. R, z



P, = cosw cos {2 — sinwsin Q cos i
Qx = —sinwcos§) — coswsin 2 cos i
R, =sinQsini

P, = (coswsin Q + sinw cos Q2 cos i) cos € — sinwsin isin e

Qy = (—sinwsin Q + cosw cos 2 cos i) cos € — coswssin i sin e
R, = cosQsinicose — cosisine

P, = (coswsin Q + sinw cos 2 cos i) sin € + sin wsin i cos €

Q; = (—sinwsin Q 4 cosw cos Q2 cos /) sin € + cosw sin i cos €

R, = —cos{sinisine -+ cosicose



Orbital elements:

2013 EQ4

Epoch 2013 Apr. 18.6 TT JDT 2456400.
M 2.47154 (2000.0)

n 0.28604850 Peri. 41.72451
a 2.2812678 Node 158.087219
e 0.5563733 Incl. 6.68016
P 3.45 H 22.9
Residuals in seconds of arc

138303 G96 0.1- 0.8 130383 I93
130303 G96 0.0 0.8 1303083 240
136363 G9% 0.1+ 0.8 136363 248
130303 G96 0.1+ 0.8 1308383 240
130303 I93 0.4- 0.4+ 130304 H21
130383 I93 0.1- 0.2- 130384 H21
130383 248 0.5- 0.2+ 130304 H21
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Rysunek: Przyktad elementéw orbitalnych podawanych dla planetoid w
telegramach MPC



Ephemeris:

2013 EQ4 a,e, i =2.28, 0.56, 7 q=1.0120
Date 1T R. A. (2088) Decl. Delta T Elong. Phase v
2013 82 83 08 41 57.2 +086 082 52 0.3084 1.2888 167.9 9.2 21.5

2813 82 18 88 31 48.2 +10 29 47 0.2153 1.1894 156.9 19.0 20.9
2013 02 26 @8 27 52.0 +14 52 55 0.1749 1.1422 148.0 273 20.6
2013 03 04 @8 27 07.4 +19 33 50 0.1479 1.11e4 141.0 34.2 20.4
2013 83 85 88 27 16.7 +20 29 43 0.1437 1.16854 139.8 35.4 20.4
2013 83 06 @8 27 32.2 +21 28 37 0.1395 1.1885 138.5 36.6 20.3
2813 83 12 @8 31 52.7 +28 37 12 0.1161 1.0736 131.1 44.2 20.1

2013 83 20 88 51 34.9 +42 44 89 0.09004 1.0445 120.6 55.2 19.8

2013 84 04 14 38 48.8 +73 09 19

@

.B87155 1.8143 99.5 76.5 19.9

A. U. Tomatic (C) Copyright 2013 MPC M.P.E.C. 2013-E17

Rysunek: Przyktad efemeryd podawanych dla planetoid w telegramach
MPC
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Rysunek: Geocentryczne réwnikowe wspotrzedne Stonca wedtug
http://ssd.jpl.nasa.gov/?horizons
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Wspbtrzedne x, y ciata w okreslonym momencie znajdujemy z
rownan opisujacych zwigzki pomiedzy anomalig $rednig a anomalia
mimosrodowa (dla elipsy i hiperboli) badz czasem i anomalia
prawdziwa (dla paraboli).

jezeli jako moment ty okreslimy przejscie przez perycentrum to
otrzymamy réwnanie Bakera

) 1 0 Wy
tg(g) + gtg3(§) = \/§q3/2(t — o)

Zaleznos¢ anomalii $redniej od anomalii mimosrodowej dla elipsy
(réwnanie Keplera)

1/2
<7> a32(t—ty)=M=E —esnE
L

Zalezno$¢ anomalii $redniej od mimosrodowej dla hiperboli

1/2
<7> la|=3/2(t — to) = M = esinh (F) — F
I



Réwnania te mozna rozwigzywaé metoda kolejnych iteracji np.
metoda Newton'a- Raphson’a

f (xn)
Xn+1 = Xn — f’(Xn)

Poniewaz szukamy miejsca zerowego, to w pierwszym przyblizeniu
f(E,) = (E, — Eny1)f'(En),

czyli
E,

E,.1=E
I7+1 n f/(En)
Jako Ep mozemy podstawi¢ Eg = M + esin M, a

f'(E,) =1—ecosE,

Dla niewielkich wartosdci e ta metoda powinna by¢ bardzo szybko
zbiezna dla réwnania Keplera.



Zwiazki pomiedzy anomalig prawdziwg a anomalia mimosrodowa
dla elipsy:
cosE —e

V= —---——
oS 1—ecosE

vV1—e?sinE

1—ecosE

vV1—e?sinE
tg (V) = cosE — e

t8(5) = /1 <te(z)

sind =




Zwiazek pomiedzy anomaliag prawdziwg a anomaliag mimosrodowa
dla hiperboli. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:
a+r=a-e-cosh(f) czyli r = a(e cosh(f) - 1), x = |a| - cosh(f) i
cosh(f) = 1/cos(F). Wtedy:

w(5) =/ S w(h) =/ S ()




