Wyktad 4: Wyznaczanie elementéw orbity ciata
na podstawie trzech obserwacji

16.03.2020



lle obserwacji jest potrzebnych do wyznaczenia 6
elementéw orbity?

» Mamy znalezé 6 elementdéw orbity ciata.
P Jedna obserwacja daje nam tylko wspétrzedne obiektu
(najczesciej réwnikowe réwnonocne).

» Potrzebujemy wiec trzech obserwacji («;, d; dla trzech epok t;)



Dane poczatkowe

» Dla trzech czaséw tj, tp, t3 mamy dane wspotrzedne obiektu
(rektascensja, deklinacja) (au, 1), (a2, d2), (as3,93) i trzy
pofozenia Stonca wzgledem Ziemi (xai, Yoi, Z2@i), | = 1,2,3.

» Dla kazdej obserwacji obiektu mozemy wyznaczy¢ trzy
cosinusy kierunkowe I/, m, n (xp, yp,zp - wspbtrzedne ciata
wzgledem Ziemi w uktadzie réwnikowym réwnonocnym, A -
odleglos¢ ciata od Ziemi, £ 1, ¢ - wspbtrzedne ciata
wzgledem Stonca).

xp = A cos (a) cos (§) = IA =xa + &
yp = Asin(a)cos(§) = mA =yo +1
zp = Asin(0) = nA =z + ¢



Powierzchnie tréjkatow

Zaktadamy potozenie Storica w punkcie O, a dla trzech czaséw
obiekt znajduje sie w punktach Pi, P>, P3 wyznaczonych przez
wektory potozenia r; = OP;. Ruch odbywa sie w jednej
ptaszczyznie, wiec wektor 3 mozemy wyrazi¢ przez sume wektoréw
nin
Hh=aif + a3

mnozac wektorowo przez A

Fl X 72 = 33F1 X F3

mnozac wektorowo przez r3

BXh=aRkxXn



Powierzchnie tréjkatéw c.d.

A1 - pole tréjkata OP; P
Ay - pole tréjkata OP;P3 (najwieksze)
As - pole tréjkata OP; Ps

A3z = a3Ar = a3 =

A1 :alA2 = a1 =

A3

Az

Ar

2

Ao = A1 + Asrs



Powierzchnie sektorow

Pomiedzy wektorami r; i r» mamy sektor Bz,
Pomiedzy wektorami r> i r3 mamy sektor By,
Pomiedzy wektorami r; i r; mamy sektor By,

71 =13— 12
=131
T3=1 -1

Powierzchnie sektoréw B; proporcjonalna s do 7; (stata predkosé
polowa ruchu po orbicie).

B
blz—lzﬂ

B m

B
b3:j:E



Réwnania na odlegtosci od Stonca i od Ziemi

& = a181 + 383
N2 = aim + azn3
G2 = a1(1 + a3@3

hai Ay — hAs + hazAz = a1Xe1 — Xe2 + a3Xe3
mya1A; — mAo + m3azAz = a1ye1 — yo2 + 33Ye3
maiA — Ay + nzazA3 = a1zp1 — 22 + a3z2e3
Pierwsza iteracja
W zerowym przyblizeniu podstawiamy a3 = by i a3 = b3 i
rozwigzujemy réwnanie na A;, i = 1,2,3. a nastepnie

& = hA1 —xe1
m = mhAi —ye1
G =mA1 —zen

i.t.d.



Wygodne jednostki

Jednostka astronomiczna: promien kotowej orbity na ktérej ciato o
znikomej masie porusza sie wokét Stonca s predkoscia katowa k =
0.0172 02 098 95 rad/d lub 0.985607 668 6 stopni na dobe.
Dtugoé¢ jednostki astronomicznej wynosi 1.49597870 - 10! m.
Jezeli przyréwnamy site dosrodkowa w ruchu po okregu z sita
grawitacji otrzymamy

ak?® = G—Iy
a
i
GM = k33

Jezeli jako jednostke dtugosci przyjmiemy jednostke astronomiczne,
a za jednostke czasu 1/k = 58.132 440 87 d. mozemy réwnania
ruchu zapisa¢ w najprostszy sposéb



Zmiany pozycji obiektu

Liczymy zmiany potfozenia w pfaszczyznie orbity obiektu

5 X
r3
jy=-L
r3
3 4
ox = X0t + %5&(&)2 + %%(&)3 + %th (6t)* +
d3x 3xr x
d3 3
d*x 3 ()'d X 4X'r2> X = 3rki
dt* ot rd rb

d'x (1 12i*  3F\ | 6xF
ar - \w T Ta) T



Zmiany x i y zapisujemy w ten sam sposéb

X+ 0x = Fx + Gx
y+0y =Fy+ Gy

1 5 F 5 1 /1 12¢2 3 4
=1- "= — B e e N ()
F=1 2r3(5t) +2r4(5t) +24 <r6 5 +r4 (1)

st L0 50y
G =6t 6r3(6t)+4r4(5t)

i odpowiednie wartosci na x3, y3 i X1, y1 maja nastepujaca postac

x3 = F1x0 4+ Gixo  y3 = Fiyo + Giyo
x1=Fxo+ G3xa y1 = F3y» + Gayo

gdzie F1 i Gi s3 wartosciami F(6t =711) i G(dt =71), a F3i G3 to
F(5t = —7'3) i G(ét = —7'3)



Powierzchnie tréjkatow i sektoréw

A1 = (xy3 — y2x3)
Ay = %(Xl)@x — y1X3)
Az = 5(x1y2 — y1x2)

2
Gdy podstawimy do wzordéw na A; wzory na xi, X3, y1, ¥3

1 1 . . 1 . . 1 . .
§\fp = §(X1y1 —y1x1) = = (xop2 — yoXo) = §(X3Y3 — y3X3)

otrzymamy:

Al = %Glﬁ
Ay = 2(F3GL — G3F1)\/p
A3 =—1G3\/p



Poprawianie wartosci a; i as.
Uwzgledniajac wyrazy do trzeciego stopnia w 7; otrzymujemy:

Alzz\fﬁ —71;3)
Ao = ypm (1- 2%)

¢
As=3vprs (1-55)

Otrzymujemy stad poprawione wartosci na a; i as

A 2 2\ 1 2 2
alzlzﬁ(l_ 7'13) < _ 7'23) ~ <1+(7'2 37'1)>
Ay ™ 6r; 6r; ) 6r;

i odpowiednio a3
stad pamietajac, ze T3 =T — T I T1 = T2 — T3

a~D (14 7'3(7'2+7'1) — by + 7—17—3(1 + bl)

T2

(14 7—1(72—;-7'3) — b + 7’1T3(1+b3)

™ 6r;

%

as



Poprawka obejmujaca 7 (podana bez wyprowadzenia)

» Z otrzymanych trzech potozen ciata wzgledem Stofica mamy
r, r i r3

» Dopasowujemy zaleznoéé drugiego stopnia r = ¢y + cit + oo t?
i liczymy » = c1 + 2ct
» Uwzgledniajac cztony w F i G zawierajace i otrzymujemy:

1 72 73
Al = — 1— L 4+ 1
1 2\Fp7—1 ( 6r23 + 4r£l r2>

1 2 2 o
Ay = E\/[37'2 <1 T2 + LAY (n—75) 'r2>

3 4
6r; 4r,



Poprawione wartosci a; i a3

Poprawione wartosci wspdtczynnikéw a; i ap wynosza:

71

31:A1/A2:?2 (1—|—

7’3(72—!-71) T3(T3(7'1-|-7'3)—7'12). >
6 3 4 r2
rs 4ry

a3 = A3/A2 = —

T2

3 (2 +m) m(n(n+73)—73).
1+ 3 y r>
6r; 4r,



Poprawione wartosci a; i a3 mozemy wstawi¢ do uktadu réwnan na
odlegtosci planetoidy od Ziemi i iterowad.

Przy zatozeniu, ze rozwigzanie bedzie zbiezne mozemy wyznaczaé
teraz kolejne elementy orbity



Stosunki pol wycinkéw elipsy i trojkatéw

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

2f3 = 9o —
2F3 =9+
2g3=E— F
2Gs=E+EK

Bedziemy korzystac z nastepujacych wzoréw:
rcos (¥) = a(cos (E) — e)

2m .
$(t— T)=E —esin(E)

i poprzez trzecie prawo Keplera:

t—T

E—esin(E)zgi/2
a



Réwnanie na Rz c.d.

Stosunek powierzchni sektora Bs do tréjkata As: R3 = B3 /A3

R. \V/PT3 _ \/PT3
3 rlrzsin (192 —191) nr sin (2f)




Plan dziatania

1. Mamy trzy obserwacje (t, «, 9)
2. Obliczamy, lub odszukujemy wspdtrzedne Stonca dla trzech
momentéw czasu.

3. Obliczamy kosinusy kierunkowe planety

4. Obliczamy w pierwszym przyblizeniu odlegtosci geocentryczne
(al = bl, a3 = b3).

5. Obliczamy odlegtosci heliocentryczne

6. Poprawiamy aj i a3z i wracamy do punktu 5

7. Robimy poprawki na czas potrzebny na przebycie przez Swiatto
odlegtosci pomiedzy nami a planeta (wracamy do punktu 2)



Obliczamy parametr orbity

§1&2 +mme + G1(2

cos2f; =
rirn
Ze wzoru
Rl — V/PT3
3 = T /A
rirp sin (2f)
obliczamy

R? - r2r3 sin? (2f)

= 2
73




Mimosréd orbity i katy anomalii prawdziwe]

Z rébwnania biegunowego elipsy mozemy skorzystaé dla dwéch
momentdéw czasu:

ecosd; = L 1
rn

e - cos (V1 + 2fy) = e(cos 1 cos 2f, — sindy sin2f) = L
3
z tego drugiego réwnania (z wykorzystaniem pierwszego mozemy
zapisaé:
(£ —1)cos2f, — (£ - 1)
sin2f,
Rozwigzujemy réwnania na ecos?); i ecosvy i otrzymujemy e oraz
Y1 a znajac wartosci f3 i f» znajdujemy réwniez ¥, V3.

esind; =




Wielka pétos orbity i moment przejscia przez peryhelium

> Znajac p i e otrzymujemy réwniez wielky po6tos elipsy
a= i okres orbitalny P.

P

1-—e?

» Z zalezno$ci pomiedzy cosinusem anomalii mimosrodowej i
anomalig prawdziwa oraz z réwnania Keplera otrzymujemy
moment przejscia przez peryhelium

cos + e

cosE = ——
1+ ecos?

P
to =t — E(El — esin El)



Obliczanie elementéw macierzy P i Q

Mozemy skorzystaé z elementdéw macierzy przejScia pomiedzy
uktadem zwigzanym z ptaszczyzna orbity o osi x skierowanej do
perycentrum i uktadem réwnikowym o osi & skierowanej do punkty

Barana.
&1 =P+ Qunt

63 - PXX3 + Qxy3

Wyznaczamy z tych dwdch réwnan wartosci Py i Qx

_ f3y1 — €1y3 . §1r3 sin 193 — §3r1 sin 191

Y1X3 — ¥3X1 rnr3 sin 2f2

Py

_ &x1—&ix3 Earicosdy — €z cosdy
¥3X1 — y1X3 rirz3sin2f

Qx



Obliczanie elementéw macierzy P i @ c.d.

W analogiczny sposéb znajdujemy wartosci pozostatych elementéw

PiQ.

_hn3 sin 193 —n3n sin 191

P, —
Y rir3sin 2f
Q, — 1311 cos ¥y — m1r3 cos 3
Yo rirzsin2f
(1r3sind3 — (31 sinthy
P, = _
rir3sin 2t
0, — (3r cosy — (113 cos Vs

rir3sin2f



Obliczanie elementéw orbity

Mozna sprawdzié, ze:
sinwsini = P,cose — Py, sine
coswsini = Q;cose — @ sine

Z tych zalezno$ci otrzymujemy w, a € z dwdch kolejnych

O (P _ .
sin (Py cosw stmw)cose
cosQ = (P cosw — Qysinw)

na koniec

cosi = —(Pysinw + Qx cosw)—
sin



