Wyktad 5 - Catki ruchu zagadnienia n ciat,
funkcja perturbacyjna dla ruchu keplerowskiego,
sfery dziatania planet.
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Uktad n ciat przyciagajacych sie sitami grawitacji

Mamy n ciat przyciagajacych sie sitami grawitacji.

Masy ciat oznaczamy m;.

Wspédtrzedne ciat w uktadzie inercjalnym oznaczamy &;, n;, ;.
Réwnania ruchu:
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State ruchu ukfadu n ciat

Mamy 3n réwnan drugiego stopnia dla 3n zmiennych - do ich
rozwigzania potrzebnych jest 6 n statych ruchu.
Kolejno sumujac n - réwnah otrzymujemy:
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a catkujac po czasie
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Ruch $rodka masu ukfadu n - ciat
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Ruch $rodka masu ukfadu n - ciat

Jezeli masa ukfadu jest rbwna M =37 ;1 mj to
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» Barycentrum uktadu n punktéw oddziatujacych grawitacyjnie
porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.

» Réwnania w uktadzie Srodka masy maja taka sama postad jak
w dowolnym uktadzie inercjalnym.



Potencjat wzajemnego oddziatywania
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Mozemy podobnie zapisaé OU/dn; i OU/9(;, co pozwoli nam
zapisaé réwnania ruchu w postaci:
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Catki pdl

Zapisujemy réwnania ruchu w uktadzie sSrodka masy i mnozymy
rbwnania na (; przez n;, a rbwnania na 17j; przez (; i odejmujemy je
od siebie stronami.
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Zapisujemy analogiczne réwnania dla par wspétrzednych (;, & i &,
n;. Przy sumowaniu po i sumy po prawych stronach réwnan s3
réwne “0" (wyrazy sum znosza si¢ parami bowiem kazdej parze
wartosci /i,j odpowiada para j,i.



Catki pdl c. d.

Otrzymujemy trzy réwnania:
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Catkujac je otrzymujemy trzy catki zwane catkami pdl:



Catki pdl c. d.
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Lewe strony réwnan przedstawiaja ogdlne momenty peddéw uktadu
n punktéw materialnych wzgledem osi wspétrzednych. Wyrazenia
w nawiasach s3 rzutami predkosci polowej poszczegdlnych punktéw
materialnych na trzy fundamentalne ptaszczyzny uktadu
wspotrzednych &, 7, (.



Catka energii.

Mnozymy réwnania
3 ou - ou x ou
m;&j = o Milli = Gy m;(; = ac;

odowiednio przez &;, ni, ¢;, dodajemy do siebie stronami i

sumujemy po “i" aby otrzymacé
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Catkujac te réwnanie po czasie (prawa strona jest réwna dU/dt)
otrzymujemy:
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h - stata catkowania, U - energia potencjalna wzgledem srodka
2, £ 2 o
masy T = %27:1 mi(&” + 1% + () - energia kinetyczna.



State réwnan ruchu w zagadnieniu n ciat

» W zagadnieniu n ciat znamy 10 statych ruchu (potrzebujemy
6n).

» Zagadnienie ruchu trzech ciat umiemy catkowac tylko w
szczegblnych przypadkach.

» Heinrich Bruns w 1887 r. udowodnit, ze we wspdtrzednych
prostokatnych pokazane przez nas 10 catek jest jedynymi
niezaleznymi algebraiczymi catkami ruchu ogdlnego
zagadnienia trzech ciat.

» Pomimo, ze zagadnienia n ciat (a nawet trzech ciat) nie
mozemy rozwigzaé w sposéb scisty to ruchy ciat w Uktadzie
Stonecznym potrafimy przewidzie¢ w stosunkowo niedtugich
interwatach czasu postugujac sie metodami numerycznymi,
metodami analitycznymi teorii perturbacji lub rozwijaniem na
szeregi.



Réwnania ruchu wzglednego n ciat

Zaktadamy, ze ciato n posiada najwieksza mase i wzgledem niego
bedziemy rozpatrywaé ruch pozostatych ciat.
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Réwnania ruchu wzglednego n ciat c. d.
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Réwnania ruchu wzglednego n ciat c. d.

Podstawiajac i wydzielajac w prawych stronach réwnan ruchu
wyraz w ktérym j = i, otrzymujemy (po prawej stronie sumujemy
poj#i, x,=0):
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Funkcja perturbacyjna i réwnania ruchu wzglednego

Woprowadzajac funkcje nazywana funkcja perturbacyjna
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Funkcja perturbacyjna i réwnania ruchu wzglednego
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Jezeli masy wszystkich punktéw materialnych mj (oprécz my, i m;
s réwne zeru, to R;; = 0 i réwnania opisuja ruch keplerowski.
Wszystkie odchylenia od ruchu keplerowskiego wynikaja z
obecnosci R;;.



Perturbacje w Uktadzie Stonecznym

» Masa Stonca jest okoto 700 razy wieksza od sumy mas
wszystkich planet

» Najmasywniejsza planeta, Jowisz ma mase ok 1000 razy
mniejsza niz Stonce ( ale 318 razy wieksza niz Ziemia).

> Sita przyciagania grawitacyjnego Ziemi przez Jowisza nie
przekracza 1/17000 sity przyciggania grawitacyjnego Stonca.

» W przypadku Marsa nie przekracza 1/6000, a w przypadku
Saturna 1/250

» Orbity planet beda opisywane jako perturbowane orbity
keplerowskie



Orbita oskulacyjna i orbita posrednia

» Orbita oskulacyjna - orbita keplerowska na ktérej w danej
chwili czasu ciato posiada takie samo potozenie i predkos¢ jak
na orbicie rzeczywistej.

» Orbita posrednia - orbita keplerowska na ktérej w danej chwili
czasu ciato posiada takie samo potozenie jak na orbicie
prawdziwej, natomiast ruch rzeczywisty i ruch keplerowski
maja rézne predkosci



Grawitacyjne sfery planet

Co mamy zrobi¢ w sytuacji, gdy obliczamy orbity ksiezycéw
wzgledem planet, lub orbite planetoidy, ktéra zbliza sie do planety.
Kiedy powinnismy traktowa¢ ruch ciata wzgledem planety za
perturbowany przez Storice a kiedy jako ruch orbitalny wzgledem
Stonca z perturbowany przez planete?



Grawitacyjne sfery planet - przypadek pogladowy

Rozwazmy Storice (masa = 1), planete o masie m i punkt
materialny P o pomijalnej masie.

r - odlegto$¢ punktu P od Stonca

r - odlegtos¢ planety od Stonca

A - odlegtos¢ punktu P od planety

A= (x—x1)*+(y — 1)’ + (z— z)
Réwnania ruchu punktu P mozemy zapisa¢ jako
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Grawitacyjne sfery planet c.d.

Réwnania niezaktéconego ruchu heliocentrycznego planety maja
postaé:
S+ K22 =0
r
i analogicznie dla y1 i 2
Przyjmujemy $rodek planety za poczatek nowego prostokatnego
uktadu wspétrzednych &, i, ¢ o osiach réwnolegtych do uktadu x,
Y, Z.
§=x—x n=y-n (=z—2
Réwnania ruchu punktu P wzgledem planety bedg miaty postaé
(odejmujemy od réwnania ruchu punktu P wzgledem Storica
réwnanie ruchu planety wzgledem Stonca):
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So2 _ .2

i analogicznie dla n i ¢



Grawitacyjne sfery planet c.d.

Wprowadzimy nastepujace wielkosci:

R — przyspieszenie pochodzace od Stonica w ukfadzie zwigzanym ze
Stoncem.

F — przyspieszenie pochodzace od planety w uktadzie zwigzanym
ze Stoncem.

R1 — przyspieszenie pochodzace od planety w uktadzie zwigzanym
z planeta.

F1 — przyspieszenie pochodzace od Stonca w uktadzie zwigzanym z
planeta.

k2
R="2
k2

R, m



1/2

F=km

xa—x  xi) n—y »n 2 a4—-zZ A 2
n 3)"\a ) e T
1 1 1
1/2
foel N (v (a2
! B oo B3

Przyjmiemy zatozenie, ze sfera dziatania planety bedzie
ograniczona powierzchnig na ktérej
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Grawitacyjne sfery planet c.d.
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Grawitacyjne sfery planet c.d.

Gdy wprowadzimy kat ¢ o wierzchotku w planecie z ramionami
skierowanymi na Stonce i punkt P, oraz wprowadzimy parametr
u= A/r bedziemy mogli zapisaé
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Grawitacyjne sfery planet c.d.
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Biorac pod uwage, ze w naszym zagadnieniu wielko$¢ u powinna
by¢ mata mozemy zapisaé:
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Grawitacyjne sfery planet c.d.

Wewnatrz sfery dziatania o “promieniu” Ay F/R > F1/R;

m2 1/5
N =
Lo [(1 + 3cos? ¢)1/2}

Rozmiary sfery dziatania mozna poréwnac z rozmiarami sfery
przyciggania - obszaru w ktérym sita grawitacyjnego przyciggania
planety bedzie wieksza niz sita przyciggania grawitacyjnego Stonca
(Ay = rym'/?). Dla Ziemi rozmiary sfery dziatania wynosza:

A1 min = 805 tys km, A1 max = 925 tys km.

Natomiast rozmiary sfery przyciagania:

Ao min = 256 tys km, Ap max = 265 tys km.

Widzimy, ze Ksiezyc znajduje sie poza sferg przyciggania Ziemi,
natomiast orbita Ksiezyca znajduje z bardzo duzym marginesem
wewnatrz sfery dziatania Ziemi.



Grawitacyjne “sfery” planet
Rozmiary “sfer’ dziatania planet: a - wielka pétos$ orbity w
jednostkach astronomicznych,

m - masa planety w masach Stonca

A1, min - minimalny rozmiar “sfery” dziatania liczony dla odlegtosci
od Stonca = a

rsat - rozmiar orbity najodleglejszego ksiezyca.

Planeta a m A1, min Fsat
Merkury | 0.3871 | 1.69-10~" | 6.54-10~* -
Wenus | 0.7233 | 2.45-107% | 0.00358 -
Ziemia | 1.0000 | 3.00-107°% | 0.00538 0.00256
Mars | 1.5236 | 3.23-10~7 | 0.00336 | 1.57-10~*
Jowisz | 5.2033 | 9.55-10"* | 0.28055 0.16711
Saturn | 9.537 | 2.86-10~* | 0.31738 0.17847
Uran 19.19 | 4.37-107> | 0.30125 0.13970
Neptun | 30.07 | 5.15-107° | 0.50429 0.32045

Widzimy, ze ksiezyce planet znajdujg sie wewnatrz sfery ich

dziatania.




Predkosci kosmiczne

» Misje orbitalne - koniecznos¢ osiggniecia | predkosci
kosmicznej
GM,

V4

V/ = = 7.81km/s

» Podréz do innych planet Uktadu Stonecznego - konieczno$é
przekroczenia Il predkosci kosmicznej

2GM,

V4

Vi =

= 11.19km/s

» Minimalna predko$¢ nadana ciatu na Ziemi, aby mégt wylecie
z Uktadu Stonecznego - Il predko$¢ kosmiczna.

GM,
Vi = \/(\fz— 1222 4 V2 =16.65km/s

o



Jak obliczamy wartos¢ Il predkosci kosmicznej?

Aby predko$¢ opuszczenia uktadu Stonecznego byta najmniejsza
musi by¢ ono wystrzelone zgodnie z ruchem orbitalnym Ziemi, aby
wektory predkosci ciata wzgledem Ziemi i predkosci Ziemi
wzgledem Stonca byty réwnolegte.

Ciato musi opusci¢ sfere dziatania Ziemi i na orbicie
wokotstonecznej mie¢ wystarczajacy predkosé aby opusci¢ uktad
Stoneczny.

Ta predko$¢ dla orbity Ziemi to

Vese = V2 - GMo AU = V2 - Vg = 42.122km /s

Réznica predkosci pomiedzy tg predkoscia, a predkoscia orbitalng
Ziemi wynosi v/2 — 1V = 12.337 km/s.



Jak obliczamy wartos¢ Il predkosci kosmicznej? c.d.

Obiekt wystrzelony w kosmos musi po wyjsciu ze sfery dzielania
Ziemi mie¢ wzgledem niej predko$¢ 12.337 km/s.

Energia kinetyczna, ktérg nadajemy obiektowi musi by¢ réwna
sumie energii potrzebnej do opuszczenia sfery dziatania Ziemi (w
przyblizeniu 1l predkos¢ kosmiczna) i energii kinetycznej ciata
wzgledem Ziemi potrzebnej do opuszczenia uktadu Stonecznego
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Czyli

Vin = \/(\@ —1)2V§ + V7, = 16.65km/s



Réwnanie rakietowe
W uktadzie zwigzanym z rakieta o masie m
Am - masa materii wyrzuconej z rakiety
le = Ve - impuls wtasciwy, predko$¢ materii wyrzuconej z rakiety w
uktadzie rakiety
AV - zmiana predkosci rakiety

Am-Ve=(m—Am)-AV
Z dokfadnoscia do wyrazéw pierwszego rzedu w A i uwzgledniajac
ze masa materii wyrzuconej jest to masa tracona przez rakiete

mozemy zapisa¢ réwnanie w ktérym wystapig pochodne d zamiast
zmian A i zmiennymi bedzie

dv dm
m— = ———
dt dt °
Réwnanie mozna rozwigzywaé ze wzledu na mase lub na zmiane
predkosci tu np. przy statym przyspieszeniu a
at
m(t) = mg exp —. = Moexp —AV/V,

e



