Wyktad 8 - Formalne rozwigzanie réwnan
wariacyjnych Lagrange'a
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Funkcja perturbacyjna w uktadzie n-punktéw materialnych
Rozpatrujemy ruch wzgledem punktu n, o najwigckszej masie.
Funkcja perturbacyjna dla punktu i/ bedzie miata postac:
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Formalne rozwigzanie réwnan wariacyjnych Lagrange'a

Rozwigzania réwnan wariacyjnych Lagrange'a dokonuje sie metoda
rozwiniecia funkcji perturbacyjnej na szereg w postaci

R:ZCCOSD

gdzie, w przypadku dwéch planet o masach m i m’
C=1C(a,d,e,¢€,i,i"), a czynniki D maja postal

D = jo(nt+e€)+ p(n't+€)+ pm+ jzm’ + jaQ+ Q' | gdzie jo, j1,
.., J5 s dowolnymi, catkowitymi liczbami dodatnimi, ujemnymi, lub
rownymi zeru, ktdre spetniaja warunek Z?:ofi =0.

Po prawej stronie réwnan wariacyjnych Lagrange'a znajduje sie n -
$redni ruch wtasny zalezny od a, przez co rézniczkowanie

OR oC dn :

gz gCOSD—tEZCSH‘]D
Obecnos¢ czasu w drugim cztonie powoduje trudnos¢ w catkowaniu
réwnania de/dt (e = —nT + 7).



Modyfikacja réwnan wariacyjnych Lagrange'a.

Pochodna OR/0a mozemy zapisaé jako
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to réwnianie mozemy zapisaé jako
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Modyfikacja réwnan wariacyjnych Lagrange'a c.d

Réwnanie na de/dt bedzie miato postaé
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W celu wyeliminowania t wystepujacego poza argumentami D
wprowadzamy zmienng €/ okreslong réwnaniem

del _de  dn
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i réwnanie rézniczkowe na €' bedzie miato postaé¢ wyjéciowego
réwnania na €
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Interpretacja zmiennej €’

Znaczenie zmiennej €/ wynika ze zrézniczkowania $redniej dtugosci
A=nt+e

dA dn de
g "t T
stad
dr_ ., de
dt dt

i catkujac réwnanie otrzymamy, ze
)\:nt—i—ez/ndt—i-el

przy zatozeniu, ze stata catkowania zawarta jest w €’ jezeli n jest
znane.

Z tego réwnania wynika, ze OR/0¢ = OR /¢!

Wielko$¢ [ ndt nazywamy $rednim ruchem na orbicie
perturbowane;.



Modyfikacja réwnan wariacyjnych Lagrange'a c.d

Zmodyfikowane réwnania wariacyjne Lagrange'a réznia sie od
pierwotnych tym, ze € i OR/0a zastapione sa przez ¢! i (OR/0a),
w funkgji perturbacyjnej nalezy zastapi¢ nt + € przez [ ndt + e
Oznaczajac [ ndt = p otrzymamy n = dp/dt oraz

d’p/dt? = dn/dt i
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Przypadek dwdch planet

Funkcja perturbacyjna w przypadku zaburzenia ruchu ciata
wzgledem Storica przez odlegte punktowe masy ma postac

n—1
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2 i) 1Yj i4j
Rj =KD mj <r-- - 3
j=1 i Jn

W przypadku dwéch planet o masach m i m’ i o wspétrzednych
wzgledem Stonca (x,y,z) i (X',y’,Z") (badamy wptyw perturbacji
jednej planety na druga i odwrotnie)
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Formalne rozwigzanie réwnan wariacyjnych Lagrange'a

Rozwigzania réwnan wariacyjnych Lagrange'a dokonuje sie metoda
rozwiniecia funkcji perturbacyjnej na szereg w postaci

R:ZCCOSD

R = Z C' cos D'
gdzie , w przypadku dwdch planet o masach m i m’

> p=[ndtip = [ndt

> C=C(ad,eé,ii),

» czynniki D maja postac
D = jo(nt+¢€)+ja(n't+€) + o + jan’ + jaQ + j5') , gdzie
Jo, 1, --» J5 sa dowolnymi, catkowitymi liczbami dodatnimi,
ujemnymi, lub réwnymi zeru, ktére spetniaja warunek
Z?:oji =0

» Masy wchodzg do wspétczynnikéw C i C': C = C(m') i
C’'=C'(m)



Formalne rozwigzanie réwnan wariacyjnych Lagrange'a

Metoda kolejnych przyblizeA mozna otrzymaé rozwigzania na

elementy orbitalne ¢ i ¢’ w postaci szeregéw:
c=cy+901¢c+drc+ ...

' =ch+0c + 6+ ...,

gdzie 0, zawiera réwnania rzedu p wzgledem mas m i m’. Podobnie

n=ng+dé1n+dn—+ ..,

gdzie ng = k/1+ mag3/2
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Ruch wtasny

51!7 = —=—1
2 ao

3(528 15 (513 2
don = b T i
20 o [ 2 dao * 8 ( ao >
ze zmian ruchu wtasnego otrzymujemy kolejne poprawki

usrednionego ruchu wtasnego: po = ngt, d1p = [ d1ndt,
dop = [dandt i p=po+d1p+ dop



Perturbacje pierwszego rzedu
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Perturbacje pierwszego rzedu
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Perturbacje pierwszego rzedu - perturbacje okresowe

. . . . . __sinDy
Poniewaz prawe strong zawieraja tylko catki f cos Dodt = YOS
H ; _ _ _cosDg — :

i [sin Dodt = Tt to dac=a, e, i

J
6 C = 7COSD
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adlac=¢ m Q

K
d1c = ————sinD
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Analogiczne wzory otrzymujemy dla planety P’
Perturbacje pierwszego rzedu sa perturbacjami okresowymi o
okresie T réwnym okresowi argumentu Dy
_ 27
Jono +j1n'o



Perturbacje pierwszego rzedu - perturbacje wiekowe

W przypadku jo = j1 = 0 mamy do czynienia z sytuacja ze
Jono + jin'o = 0, nawet jezeli $rednie ruchy ng i n’g s3
niewspotmierne. Jezeli jo = j1 = 0 to Dy ma stata wielkos¢

Do = Do* = jomo + jamgy + jaQo + j5<2

i [ cos Dodt = tcos Do* i [sin Dodt = tsin Dy*. Perturbacje
wiekowe pierwszego rzedu otrzymujemy dla wyrazéw funkgji
perturbacyjnej, w ktérych argumenty Dy nie zalezg od czasu.
[R] - cze$¢ wiekowa funkcji perturbacyjne;.
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Zatem uwzgledniajac perturbacje pierwszego rzedu mozemy zapisaé

a=ay+ cos Dy
ZJono-i-Jl”o
dlac=e iorazjo#0ij; #0
c=¢ +At—|—z J cos D
=00 0 o
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K
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W pierwszy rzedzie rachunku perturbacyjnego rozmiary wielkich
pétosi a i i $redni ruch wtasny n nie zawieraja wyrazéw wiekowych.



Perturbacje dtugookresowe
W uktadzie planetarnym czesto mozemy mieé sytuacje, ze

2T

T = T
Jono + 1Mo

jest znacznie wiekszy od okreséw planet Ty = %T i Ty = ,27—,7;

Takie perturbacje nazywamy dtugookresowymi i maja one istotna
role w ukfadzie planetarnym. S3 one bardzo znaczne w $redniej
dtugosci (A = p +¢).
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Przypadek Jowisza i Saturna

Sredni ruch dzienny Jowisza (na epoke 1900) ng = 299" .1283
Sredni ruch dzienny Saturna (na epoke 1900) n'g = 120”4547

» ng —2n'g = 58".2189, co odpowiada T = 61 lat - okres do$é
krétki ale wyrazy zawierajace w argumentach Dy wielko$¢
(A —2X) lub jej wielokrotno$¢ moga wystepowac w wyrazach
pierwszego rzedu rozwiniecia wzgledem mimosrodéw i
nachylen.

» 2ng — 5n'p = -4".0169, co odpowiada T = 880 lat - wyrazy
perturbacyjne o najwiekszym wptywie na dtugosci planet
(wyrazy co najmniej trzeciego rzedu wzgledem e, i) amplituda
zmian dtugosci 48’ dla Saturna i 20" dla Jowisza.

» 29ng — 72n'qg = +1".9823, co odpowiada T = 1800 lat, ale
wyrazy odpowiadajace (29\ — 72)\') nie pojawiaja sie przy
wyrazach rozwiniecia wzledem e, i o rzedzie nizszym niz 43.



Zalezno$¢ Laplace’a

» Dtugookresowe perturbacje dp i dp’ w $rednich dtugosciach
A=p+ei)XN =p +¢€ dwdch planet, ktére wywotane s3 ich
wzajemnym przycigganiem zwigzane s3 zaleznoscig Laplace’a
(1799):

my/adp = —m'Nasp'

» Dla Jowisza i Saturna ich dtugos¢ przy uwzglednieniu

gtébwnego zaburzenia zostata przez Laplace’a okreslona jako

Ay = nyt + ey + 20'sin(5nst — 2n,t + 49°8'40")

As = nst + es — 46'50"sin(5nst — 2n,t + 49°8'40")

gdzie warunki poczatkowe byty okreslone na rok 1700.



Wyrazy wiekowe wyznaczone przez Lagrange'a i Laplace’a

P> Zastosowane zostato podstawienie
h=esinm k=ecosm
i
p = tg (i)sin (Q) q = tg (i) cos(Q)

» 7 otrzymanych réwnan na pochodne czasowe h, k, pi g
zostaty zachowane wyrazy najnizszego rzedu w h, k, piqi
otrzymano réwnania dla wyrazéw wiekowych.



Wyrazy wiekowe dla ruchu peryhelium i mimosrodu -
Laskar et al. 2004, A&A, 428, 285.

("/yr) Ao Assg Period (yr)
g 5.59 0.13 0.20 231843
9> 7.452 0.019 0.023 173913
g3 17.368 0.20 0.20 74 620
g4 17.916 0.20 0.20 72338
gs 4.257452 0.000030 0.000030 304 407
gs  28.2450 0.0010 0.0010 45 884
g7 3.087951 0.000034 0.000048 419 696
gs 0.673021 0.000015 0.000021 1925 646
Jo -0.34994 0.00063 0.0012 3703 492




Wyrazy wiekowe wyznaczone dla ruchu linii weztéw i

nachylenia Laskar et al. 2004, A&A, 428, 285.
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Zmiany elementéw orbitalnych Ziemi (barycentrum uktadu
Ziemia-Ksiezyc - obliczenia numeryczne - wielka pétos
orbity w okresie od -250 do 250 milionow lat (Laskar et al.

2004).
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Zmiany elementéw orbitalnych Ziemi (barycentrum uktadu
Ziemia-Ksiezyc) - obliczenia numeryczne - mimosréd
(Laskar et al. 2004).




Zmiany elementéw orbitalnych Ziemi (barycentrum uktadu
Ziemia-Ksiezyc - obliczenia numeryczne - nachylenie
ptaszczyzny orbity (Laskar et al. 2004).
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Zmiany elementéw orbitalnych Marsa - obliczenia

numeryczne - mimos$réd (Laskar 2012).
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Wazniejsze rezonanse w uktadzie Stonecznym

Ksiezyce Jowisza

lo - Europa: \j — 2X\g+(wg lub w;) = 0° lub 180°
Europa - Ganimedes: A\g — 2\¢ + wg = 0°

lo - Europa - Ganimedes: \; — 3Ag + 2\¢ = 180°

Uktad Saturna

Mimas - Tetyda: 2 Ay — 4A7 + Qp + Q7 =0°
Enceladus - Dione: Ag — 2Ap + wg = 0°

Tytan - Hiperion: 3A+ — 4y + wy = 180°

Mimas - przerwa Cassiniego: A¢ — 2 Ay + we = 0°
Tytyda - Telesto (L4) - Kalipso (L5)

Dione - Helena (L4) - Polideukes (L5)



Wazniejsze rezonanse w uktadzie Stonecznym c.d.

Planetoidy - Jowisz

Grecy (L4), Trojanie (L5) (A — Ay = £60°)
Thule: 3\ —4M\; +wt =0°

Hilda: 2\ — 3\, + wy = 0°

Gringua: \¢ —4)\; +wg =0°

przerwy Kirkwooda 3:1, 5:2, 7:3, 2:1

Neptun - Pluton: 2A\y — 3Ap + wp = 180°



Chaos w uktadzie planetarnym Stonca

» Obliczenia numeryczne obejmujace wielkie planety Ukfadu
Stonecznego (mozliwos¢ dtugiego kroku catkowania)
prowadzone dla okresu 875 milionéw lat (Sussman i Wisdom
1988) nie wykazywaty dla nich zachowania chaotycznego.
Stwierdzono chaos dla Plutona z czasem Liapunowa ok 20 My.

> Uwzglednienie planet typu ziemskiego daje zachowanie
chaotyczne z czasem Liapunowa ok 5 My (Laskar 1989,
Syssman i Wisdom 1992).

» Okreslanie trajektorii planet w okresie wiekszym niz
kilkadziesigt milionéw lat ma charakter statystyczny
(niepewno$¢ potozenia planet rosnie 10 razy na kazde 10 My)



