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Drugie prawo dynamiki Newtona.

—

ma=F

moze by¢ zapisane jako zasada zachowania pedu



Wzér Bineta

Gdy mamy ruch pod wptywem sit centralnych, radialng sktadowa
przyspieszenia w uktadzie biegunowym mozemy zapisa¢ jako:
a, =F — r¢?

czyli sita bedzie réwna

F, = m(F — r¢?).

Pochodng czasowa dtugosci promienia wodzacego mozemy zapisaé
jako



Wzér Bineta c.d.

Korzystajac z faktu, ze predkos¢ polowa ruchu planety ma by¢ stata
(drugie prawo Keplera, ktére jest szczegdlnym przypadkiem zasady
zachowania momentu pedu) mozemy otrzymac réwnanie toru ciata:
r>¢ = C (w zagadnieniu dwéch ciat C = J/u) daje ¢ = C/r? i

) dr C d (1
rzi—:—ci —_
dpr? do \ r

dr C d’(1
g, CEun
dy r> dy
co po podstawieniu do wzoru na site daje wzér Bineta

Fe ~mC? <d2(1/r) N 1>

r2 dp? r

czyli




Wzér Bineta i prawo powszechnego cigzenia

Podstawienie réwnania toru elipsy r = p/(1 + e cos ), ktéry
opisuje tor planety w ruchu wokét Storica (I prawo Keplera)
do wzoru

mC? (d?*(1/r) 1
= ( dy? +r>

daje zaleznos¢ sity od promienia:

mC?
pr?

F(r)=



Zagadnienie dwdch ciat

Xl



Réwnania ruchu dwéch punktowych mas oddziatujacych
grawitacyjnie

Mamy dwa réwnania ruchu i aby je rozwigza¢ bedziemy
potrzebowa¢ 12 statych catkowania.

m d%?l . GmlmgF
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d?%, Gmimo
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ma



Réwnania ruchu $rodka masy

d2)_<'1 Gm1 mo _,

my = s
dt? r3
d?% Gmim; _,
my = - ns
dt? r3

Dodajemy réwnania stronami

d?x n d?%
m—-= my———
1 dr2 2 dr2

Poniewaz mamy ruch ciat o statej masie, to

=0

d2
E(mp?l + m2>?2) =0



Réwnanie ruchu srodka masy c.d.

Wektor potozenia srodka masy jest okreslony jako

B_ miXy + maxo
m1 + m>
tak wiec mamy
(my 4 m) d?R
m * —_—
1 2)

Srodek masy porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.
Mamy szeé¢ pierwszych statych catkowania (R(t) = Ry + R)



Réwnanie ruchu wzglednego

Réwnania obustronnie dzielimy przez my (pierwsze) i my (drugie),
a nastepnie odejmujemy réwnanie pierwsze od drugiego:

d2>_<'1 sz =

— = =7
dt? P32
dz)?g Gm1 N
— = ———F
dt? 312
d? G(moy+m)
(X2 —X%1) = _Clmz + m) 1)r12
dt? r3

(—-%)=R+mB—-R—-#

Otrzymujemy réwnanie ruchu ciata drugiego wzgledem pierwszego
Od tego momentu wektor potozenia ciata drugiego wzgledem
pierwszego bedziemy oznaczaé jako F=Fp=r — A



Réwnanie ruchu wzglednego c.d.

d2 o . d2 . sz G(m2 + ml)_,
g =X =gp(—n) =g =———5—7
Gdy pomnozymy stronami przez mymy/(m1 + my) otrzymamy
odpowiednik réwnania ruchu punktu materialnego wokét
nieruchomego centrum sity
d27 G(m1m2)

R S MY A S
Hae r3 r3



Zasada zachowania momentu pedu i drugie prawo Keplera

Réwnanie ruchu wzglednego mnozymy wektorowo przez 7 i
otrzymujemy

d’r
rx p—s =0.
a2
Korzystajac z rézniczkowania funkgcji ztozonej mozemy zapisaé, ze
- d’7 G'(q>< ;) 2 up d(_’x ;)
r — = r r)—r r=—(7 r
Fa = at . HE= e a

Tak wiec mamy zasade zachowania momentu pedu, czyli statg
warto$¢ predkosci polowej (Il prawo Keplera)

d .
czyli

(7 x ur) = const



Aby sprawdzi¢ czemu réwna jest ta stata zapiszemy moment pedu
uktadu wzgledem Srodka masy

—

Js=mnA XA+ mbHxbH

Pamietajac, ze

. my
n=—- r
my + my
o m
2 = r
my + my

otrzymujemy



Zasada zachowania energii

Réwnanie ruchu wzglednego pomnozymy teraz skalarnie przez 7 i

otrzymamy
5 d’r L A
gz = AT
a nastepnie
d 1. TN
E(Mi(r ) — 7) =0
czyli
1

) g
—(r°) — =) = const
(15 - )
Jezeli zapiszemy réwnanie na energie w ukfadzie srodka masy

1 = =
~(m P2+ mpr3) — 7o Es
2 r
i skorzystamy z zaleznosci na rj i > otrzymamy
[ g
(Y- DHYy=¢
(5P - 1) = &,
Od tej pory energie wzgledem $rodka masy & bedziemy zapisywaé
jako &€



Tor ruchu wzglednego

Ruch wzgledny odbywa sie w ustalonej ptaszczyznie i mozemy go
zapisa¢ we wspotrzednych biegunowych

J=pur?¢
1 . 1 . ¥
- SR R
2,ur ©°+ 2Nr .
podstawiajac ¢ = J/(ur?) i i = j—;¢ = j—;J/(uﬂ) otrzymamy
réwnanie toru

22 2 \dp -

12 1(dr 2£_1_5
urt o

i nastepnie ..



Tor ruchu wzglednego c. d.

2 2
i ﬁ l+i fl:g'
2u |[\dp/) r*  r? r

Podstawiamy r = 1/w

dr 1 dw
dp  w2dy
i otrzymujemy
2| dw\?
- - — =&
e (5) ) -
i nastepnie

dw 5 2wy 2u€ 1/2



Tor ruchu wzglednego c.d.

dw 5 2wy 2u€ 1/2

Podstawienie w = x + uy/J? prowadzi do réwnania

d
CIT R

Jt Hy?
nastepnie x = y &3 (1 + %)1/2 daje juz

dy

(-2 ="



Tor ruchu wzglednego c. d. - krzywe stozkowe,
| prawo Keplera

Podstawienie y = cos « daje rozwigzanie toru, ktére po powrocie
do zmiennej r ma postaé

28 J?

LU+ 2 1 cosli — o) = 1

J2
Y _ P

L4 (1 2 2cos(p — o) L ecos(p — o)

co jest rbwnaniem krzywej stozkowej o wtasnosciach okreslonych
przez znak & (jezeli J?> > 0).

» £ < 0 ruch wzgledny odbywa sie po torze eliptycznym.
Stanowi to tres¢ pierwszego prawa Keplera.

» £ = 0 réwnaniem toru jest parabola

» &£ > 0 réwnaniem toru jest hiperbola.



State pie

W réwnaniu toru

p
r =
1+ ecos(¢ — ¥o)
J2
p="—
wy

28 J?
e=(1+ 22 )12
( IW2)



Zalezno$¢ pomiedzy energia a wielkg pétosia elipsy a

W przypadku £ < 0 i ruchu po elipsie najwieksza i najmniejsza
odlegtosé wynosi odpowiednio Q = p/(1 —e)ig=p/(1+e€), w
zwiazku z tym wielka péto$ elipsy

1 1 1 1 p
a—§(q+Q)—§p(1_e+1+e)— 1—e2
co po podstawieniu daje
. o Gmimo
28 28

i zalezno$¢ energii od wielkiej potosi elipsy

Gm1 moy
2a

E=—




Predkos$¢ orbitalna ruchu wzglednego

Korzystajac z rébwnania zachowania energii mozemy podaé warto$é
predkosci orbitalnej dla ruchu po orbicie eliptycznej v = r

1 2 Gmimo B Gmimo

r 2a

otrzymamy

o 1\ 2
v = (G(my + mp))*? ( - > .
r a
Korzystamy ze statosci predkosci polowej, ktéra w okresie réwnym
okresowi orbitalnemu P powinna da¢ pole elipsy S = wab
1,
—r‘¢- P =mab
Sre ma
Podstawimy wartos¢ predkosci polowej dla najmniejszej odlegtosci
pomiedzy ciatami (wtedy nie mamy sktadowej radialnej predkosci)



Il prawo Keplera

V=rp= my + my))*/? 2 —1 1/2—
b= (Gmrm)'? (g -3) -
1/2
v=(G(m + m2))1/2 <iii—:)

1 1/2
§r2¢'P = (G(m1 + my))"/? (;ti) a(1—e)-P = wa?(1—e?)/?

otrzymujemy (uogdlnione) Il prawo Keplera

a’ G(m1 + m2)
P2 472



Zaleznos¢ potozenia od czasu.




Zaleznos$¢ potozenia od czasu c.d.
Podstawiamy & = (a — r)/(ae) czyli r = a(1 — €€) i dr = —aed{ i

otrzymujemy
N2 sy ebds  de
I -y =)

Mamy nastepujace rozwigzania:
Elipsaa>0,e <1, £ =cosE

1/2
(,Z) a=32(t — ty) = arccos(€) — e(1 — €?)/2 = E —esinE

Hiperbola a < 0, e > 1, £ = cosh(F)

1/2
(Z) |a|_3/2(t—to) = —arccosh({)—l—e(§2—1)1/2 =esinhF—F

Dla paraboli



Ruch po paraboli
Dla ruchu po paraboli najwygodniej jest skorzystac z faktu, ze
energia catkowita w uktadzie $rodka masy réwna jest zero i
korzystamy z zachowania momentu pedu.
Pamietamy, ze p=2q (g - odlegto$¢ w perycentrum)

= /Py

P _ g
1+ COS(19) cos2(g)

q*sect = /2quydt

v v M’Y

)d(tg(2)) = dt

jezeli jako moment ty okreslimy przejscie przez perycentrum to
otrzymamy réwnanie Bakera

(1 + tg*(

) 1 )
fg(§) -+ §fg3(§)

o,
_\/§q3/2(t to)



Anomalia mimosrodowa

0.5 -

Bls




Zwigzek anomalii mimosrodowej i anomalii prawdziwej dla
elipsy

rcosd = a(cos E — e)
rsint = bcos E = (1 - ez)l/ZcosE

Pozwala to na otrzymanie nastepujacych zaleznosci:

cos ) — cosE — e
1—ecosE
. VvV1—e2sinE
siny = ———
1—ecosE

s = 1 Ce(5)



State ruchu wzglednego w zagadnieniu dwéch ciat

Mamy sze$¢ statych ruchu dla ruchu wzglednego dwdéch ciat:
W rozwiazaniu z poprzedniego wyktadu byty to
» Energia liczona w uktadzie srodka masy
> trzy sktadowe momentu pedu liczone wzgledem $rodka masy
> kat g, ktory przyjelismy 0 dla najmniejszej odlegtosci
pomiedzy obu ciatami.

> wyrézniony moment czasu w ktérym ¢ = 9y



Elementy orbity eliptyczne;j

Celestial body,

True anomaly v

Q

< B

Longitude of ascending node Reference
direction

Plan
€ Of reference
0 Inclination

Ascending node

Rysunek: Elementy orbity: rozmiar wielkiej p6tosi, mimosréd, nachylenie
ptaszczyzny orbity do ptaszczyzny ekliptyki, dtugos¢ wezta wstepujacego,
odlegtos¢ perycentrum od wezta wstepujacego, moment przejscia przez

noam/rantrirm



Elementy orbity eliptycznej c. d.
Ze wzgleddw praktycznych zwigzanych z obserwacjami za sze$é
statych ruchu wzglednego w zagadnieniu dwéch ciat najczesciej
przyjmujemy:

v

a - wielka pétos orbity

v

e - mimosrdd orbity
i - nachylenie orbity do wyréznionej ptaszczyzny (dla orbit
wokétstonecznych jest to ptaszczyzna ekliptyki)

v

v

Q - dtugos¢ wezta wstepujecego (dla orbit wokétstonecznych
odlegto$¢ wezta wstepujacego od punktu Barana)

> w - odlegtos¢ perycentrum od wezta wstepujacego

> ty - moment przejscia przez perycentrum

Czasem uzyteczne jest korzystanie z dtugosci perycentrum
T=w+ Q.

W zwiazku z tym oprécz anomalii prawdziwej # mozemy sie
spotkaé z argumentem szerokosci u = 6 + w i prawdziwg dtugoscia
orbitalna

l=04+w+Q=0+7



