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● Przypomnienie
● Propagacja fal
● Czas biegu sygnałów
● Deformacja obrazów
● Wzmocnienie 
● Punktowa soczewka



Ugięcie

Soldner (1801):

Einstein (1915):

Ogólny przypadek:



Równanie na obrazy



 Opóźnienie sygnałów w polu grawitacyjnym

Ogólnie:



Zasada Fermata

Zasada Fermata jest równoważna równaniu na obrazy  
      (ogólność tego stwierdzenia udowodnimy później)



Propagacja fal

● Pole grawitacyjne --> opóźnienie --> deformacja

● Promienie zawsze prostopadłe do powierzchni stałej fazy

● Czoło fali z ,,wklęśnięciem” --> nietrywialna topologia 

● Wewnątrz powierzchni kaustycznych do obserwatora docierają 
kolejno (A,B,C) trzy fragmenty czoła fali z różnych kierunków



Propagacja fal

● Podejście astronomiczne: gdzie znajdowały się rejestrowane 
obecnie fotony przed czasem t, 2t, 3t ... Formalnie oznacza to 
śledzenie  promieni świetlnych biegnących wstecz w czasie 
(“backward ray shooting”)

● Źródła wewnątrz powierzchni kaustycznych mają wielokrotne 
obrazy; przedstawiają one źródło w różnych momentach czasu.



Funkcja  Fermata i liczba obrazów

Dla ciągłego i ograniczonego w przestrzeni rozkładu gęstości materii  
funkcja Fermata jest gładka. Wtedy można pokazać, iż liczba jej ekstremów 
wynosi:
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Funkcja  Fermata i liczba obrazów



Deformacja obrazów



Deformacja obrazów

Macierz deformacji A  symetryczna==> (obrót układu) ==> diagonalna

Klasyfikacja obrazów:
I.(minimum) detA>0, trA>0  (obraz o tej samej orientacji i parzystości)
II.(punkt siodłowy) detA<0    (obraz o zmienionej parzystości)
III.(maksimum) detA>0 trA<0 (obraz o tej samej parzystości, odwrócony)



 Wzmocnienie strumienia energii

Po przejściu w pobliżu masy wiązka przestaje być jednorodna.
Oświetleni ekranu staje się zależne od położenia



 Wzmocnienie 

Statyczny, skoncentrowany rozkład masy nie zmienia energii fotonów 
docierających z daleka i oddalających się ponownie na dużą odległość

Powyższe jest prawdziwe dla małych źródeł, gdy można przyjąć, że 
wzmocnienie jest stałe w obrębie każdego obrazu. Dla dużych ale 
jednorodnych źródeł, stosunek strumieni dany jest przez stosunek kątów 
bryłowych. W ogólnym przypadku konieczne może być całkowanie: 



 Punktowa soczewka 



 Punktowa    
   soczewka 
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